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ಬ ಬಾ 


ಮು ನ್ನು ಡಿ 
ವಿದ್ಯಾಭ್ಯಾಸದ ಸರ್ವ ಶ್ರೇಣಿಗಳಲ್ಲಿಯೂ ದೇಶಭಾಷೆ ಶಿಕ್ಷಣ 
ಮಾಧ್ಯಮವಾಗಬೇಕಾದುದು ಅತ್ಯವಶ್ಯವಾಗಿದೆ. ಇದು ಒಬ್ಬಿಬ್ಬರು 
ಭಾಷಾಭಿಮಾನಿಗಳು ದುರುದ್ದೇಶದಿಂದಾಗಲಿ ಪಕ್ಷಪಾತ ಮನೋಭಾವ 
ದಿಂದಾಗಲಿ ಹೇಳುವ ಮಾತಲ್ಲ . ರಾಷ್ಟ್ರದ ಸರ್ವತೋಮುಖವಾದ ಪ್ರಗತಿ 
ಮತ್ತು ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳ ಸರ್ವಾಂಗೀಣ ವಿಕಾಸ - ಇವುಗಳ ಹಿನ್ನೆಲೆಯಲ್ಲಿ 
ನಡೆಸಿದ, ಕೂಲಂಕಷವಾದ ಚರ್ಚೆ ಮತ್ತು ಸರ್ವಂಕಷವಾದ ವಿಚಾರ 
ಮಥನಗಳ ಫಲವಾಗಿ ಸಿದ್ಧಿಸಿದತವಿದು. ಡಾ|| ಅಮರನಾಥ ರಾ 
ರಂಥ ಶ್ರೇಷ್ಠ ಶಿಕ್ಷಣ ತಜ್ಞರಿಂದ ಹಿಡಿದು ಮಹಾತ್ಮ ಗಾಂಧೀಜಿಯಂಥ 
ರಾಷ್ಟ್ರ ನಾಯಕರವರೆಗೆ ಎಲ್ಲರೂ ದೇಶಭಾಷಾ ಮಾಧ್ಯಮದ ಸಾರ್ಥಕತೆ 
ಯನ್ನು ಒತ್ತಿ ಹೇಳಿದ್ದಾರೆ. ಹಿಂದಿನ ಆಂಗ್ಲ ಸರ್ಕಾರ ನೇಮಿಸಿದ್ದ 
ಸ್ಯಾಡರ್ ವಿಚಾರಣಾ ಸಮಿತಿ ಮತ್ತು ಹಾರ್ಟೋರ್ ಸಮಿತಿಗಳೂ 
ಸರ್ ಚಾರ್ಲ್ಸ್ ವುಡ್ , ಸರ್ ಸಾರ್ಜ೦ಟ್ ಮೊದಲಾದ ವಿದೇಶೀಯ 
ಶಿಕ್ಷಣ ತಜ್ಞರೂ ದೇಶಭಾಷಾ ಮಾಧ್ಯಮದಿಂದಲ್ಲದೆ ಭಾರತೀಯರ ಶಿಕ್ಷಣ 
ಸಫಲವಾಗದೆಂದೂ , ಸಮರ್ಪಕವಾಗದೆಂದೂ ಏಕಕಂಠದಿಂದ ಸಾರಿದ್ದಾರೆ. 
* ಈ ಶಿಕ್ಷಣಸೂತ್ರವನ್ನು ದೃಷ್ಟಿಯಲ್ಲಿಟ್ಟುಕೊಂಡೇ ಭರತಖಂಡದ 
ಅನೇಕ ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯಗಳಲ್ಲಿ ದೇಶಭಾಷಾ ಮಾಧ್ಯಮ ಯಶಸಿ ಯಾಗಿ 
ಕಾರ್ಯಗತವಾಗುತ್ತಿದೆ. ನಾಗಪುರ , ಅಲಹಾಬಾದ್ , ಕಾಶಿ ಮೊದಲಾದ 

ಲಯಗಳಿಂದ ಅಧಿಕೃತವಾಗಿ ದೊರೆತ ವರದಿಗಳಿಂದ 

ಗಳು ಆದರಪೂರ್ವಕವಾಗಿ ಅನಿರ್ಬ೦ಧವಾಗಿ ದೇಶಭಾಷಾ 
ಮಾಧ್ಯಮವನ್ನು ಆರಿಸಿಕೊಳ್ಳುತ್ತಿರುವುದೂ , ಅದರಿಂದ ಪರೀಕ್ಷೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಫಲಿತಾಂಶ ತುಂಬಾ ಆಶಾದಾಯಕವಾಗಿ ಗೋಚರಿಸುತ್ತಿರುವುದೂ 
ಸುಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುತ್ತಿದೆ, 
ಆ ದೇಶಭಾಷಾ ಮಾಧ್ಯಮ ಬೇಡವೆನ್ನುವ ಸಂಪ್ರದಾಯಶರಣರ 
ಸಂಖ್ಯೆ ಈಗೀಗ ಬಹುಮಟ್ಟಿಗೆ ಇಳಿಮುಖವಾಗುತ್ತಿದ್ದರೂ ಅಲ್ಲೊಬ್ಬರು 


iv 


ಇಲ್ಲೊಬ್ಬರು ಇನ್ನೂ ಇದ್ದಾರೆ. ಅವರು ತಮ್ಮ ನಿಲುವನ್ನು ಸಾಧಿಸಲು 
ಕೊಡುವ ಮುಖ್ಯ ಕಾರಣಗಳಿವು : 

೧ , ದೇಶಭಾಷೆಗಳಲ್ಲಿ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಅಥವಾ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಪದಗಳ 


ದಾರಿದ್ರ 


೨. ಗ್ರಂಥಗಳ ಅಭಾವ. 

೩ . ವಿವಿಧ ಪ್ರಾಂತಗಳ ವಿದ್ವಾಂಸರ ಸಂಪರ್ಕಕ್ಕೆ ಮತ್ತು ಸರ್ಕಾರಿ 
ನೌಕರರ ಪರಸ್ಪರ ವಿನಿಮಯಕ್ಕೆ ಅಡಚಣೆ, 

ಈ ಕಾರಣಗಳು ಸಂಪೂರ್ಣ ನಿರಾಧಾರವೆಂಬುದು ಕೆಳಗಣ 
ವಿವರಣೆಯಿಂದ ವ್ಯಕ್ತವಾಗುತ್ತದೆ : 
- ೧. ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಅಥವಾ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ವಿಷಯಗಳಿಗೆ ಹೊಸ 
ಹೊಸ ಶಬ್ದ ಗಳನ್ನು ಸೃಷ್ಟಿಸುವ ಸಂಕಟಕ್ಕೆ ಗುರಿಯಾಗಬೇಕಾಗಿಲ್ಲ. 
ಅಂತರರಾಷ್ಟ್ರೀಯ ಶಬ್ದಗಳನ್ನೇ ಇದ್ದಕ್ಕಿದ್ದ ಹಾಗೆಯೇ ಬಳಸಿಕೊಳ್ಳ 
ಬಹುದು. ಆವಶ್ಯಕತೆ ಕಂಡುಬಂದರೆ ಮಾತ್ರ ವಿವರಣಾತ್ಮಕವಾಗಿ 
ದೇಶಭಾಷೆಯ ಶಬ್ದಗಳನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಬಹುದು. ಪಾರಿಭಾಷಿಕ 
ಶಬ್ದಗಳು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಅಂಕಿತನಾಮಗಳು ತಾನೆ ! ಕೇಂದ್ರ ಸರ್ಕಾರದ 
ವಿದ್ಯಾ ಖಾತೆ ತಯಾರಿಸಿರುವ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಪದಗಳಕೋಶ ಈ ತತ್ವವನ್ನೇ 
ಅವಲಂಬಿಸಿದೆ, ಮೈಸೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯವೂ ಈ ಮಾರ್ಗವನ್ನೇ 
ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಅಂಗೀಕರಿಸಿದೆ, 

೨. ಈಗಾಗಲೇ ಎಲ್ಲಾ ಭಾಷೆಗಳಲ್ಲಿಯೂ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಗ್ರಂಥಗಳು 
ಹೊರಬೀಳುತ್ತಿವೆ, ಆವಶ್ಯಕತೆ ಹೆಚ್ಚಿದಂತೆಲ್ಲ ಅವುಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯ 
ಬೆಳೆಯುತ್ತಿದೆ. ಪೇಟೆಯಲ್ಲಿ ಗಿರಾಕಿ ಇದೆಯೆಂದು ತಿಳಿದರೆ ಸಾಕು , 
ಗ್ರಂಥಗಳು ಲೆಕ್ಕವಿಲ್ಲದೆ ಹೊರಬರುತ್ತವೆ. 
- ೩ . ಅಂತರರಾಷ್ಟ್ರೀಯ ಪಾರಿಭಾಷಿಕ ಶಬ್ದಗಳನ್ನು ಬಿಡುವುದಿಲ್ಲ 
ವಾದುದರಿಂದಲೂ , ಹಿಂದಿ ಅಥವಾ ಇಂಗ್ಲಿಷ್ ಭಾಷೆಯನ್ನು ಕಡ್ಡಾಯ 
ವಾಗಿ ಎಲ್ಲಾ ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳು ಒಂದಲ್ಲ ಒಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಕಲಿಯ 
ಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದಲೂ ವಿದ್ವಾಂಸರ ಸಂಪರ್ಕಕ್ಕಾಗಲಿ, ಸರ್ಕಾರಿ 


ನೌಕರರ ವಿನಿಮಯಕ್ಕಾಗಲಿ ಅಡಚಣೆ ಆಗುವುದಿಲ್ಲ . ಈ ದೊಡ್ಡ 
ರಾಷ್ಟ್ರದಲ್ಲಿ ಸರ್ಕಾರಿ ನೌಕರರ ಸಂಖ್ಯೆ ಅತ್ಯಲ್ಪ ಭಾಗವೆನ್ನುವುದನ್ನೂ , 
ಈ ಅತ್ಯಲ್ಪ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸರ್ಕಾರಿ ನೌಕರರ ಹಿತಕ್ಕಾಗಿ ಇಡೀ ರಾಷ್ಟ್ರದ 
ಕಲ್ಯಾಣವನ್ನು ಬಲಿ ಕೊಡುವುದು ಸರಿಯಲ್ಲವೆಂಬುದನ್ನೂ ಮರೆಯ 
ಬಾರದು. 

ಮೈಸೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯ ಕನ್ನಡ ಮಾಧ್ಯಮವನ್ನು ಈಗಾ 
ಗಲೇ ಪ್ರೀ -ಯೂನಿವರ್ಸಿಟಿ ತರಗತಿಯ ಮಟ್ಟದಲ್ಲಿ ಕಾರ್ಯರೂಪಕ್ಕೆ 
ತಂದಿದೆ. ಇದನ್ನು ಮೂರು ವರ್ಷಗಳ ಬಿ. ಎ ., ಬಿ.ಎಸ್ಸಿ. ತರಗತಿಯ 
ಮಟ್ಟದಲ್ಲಿ ಮುಂದುವರಿಸುವ ಕಾರ್ಯವನ್ನೂ ಕೈಗೊಳ್ಳಲಾಗಿದೆ. 
ಶ್ರೀಮಾನ್ ಬಿ, ಸೀತಾರಾಮಶಾಸ್ತ್ರಿಗಳ “ ಅಂತರಾಂಶ ಕಲ 
ಅದರ ಅಂಗವಾಗಿ ಹೊರಬರುತ್ತಿರುವ ಪುಸ್ತಕ, ಇನ್ನೂ ಹತ್ತಾರು 
ಪುಸ್ತಕಗಳು ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟನೆಗೆ ಸಿದ್ಧವಾಗಿವೆಯೆಂದು ಹೇಳಲು 
ಸಂತೋಷವಾಗುತ್ತದೆ, 
- ಶ್ರೀಮಾನ್ ಬಿ. ಸೀತಾರಾಮಶಾಸ್ತ್ರಿಗಳು ಹಲವು ವರ್ಷಗಳ ಕಾಲ 
ಮೈಸೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯದಲ್ಲಿ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ ರೀಡರಾಗಿದ್ದು ಅನೇಕ 
ವಿದ್ಯಾರ್ಥಿಗಳಿಗೆ ಆ ಶಾಸ್ತ್ರವನ್ನು ಬೋಧಿಸಿ ಗಾಢವೂ , ಅಗಾಧವೂ ಆದ 
ಅನುಭವವನ್ನು ಪಡೆದಿದ್ದಾರೆ. ಇವರ ಈ ಗ್ರ೦ಥ ಸರ್ವ ಸಾಮಾನ್ಯ 
ವಾಗುವುದರಲ್ಲಿ ಸಂದೇಹವಿಲ್ಲ. 


ಮೈಸೂರು 
೨೧ - ೩ - ೧೯೬೩ 


ಕೆ . ವಿ . ಪುಟ್ಟಪ್ಪ 
ಪ್ರಧಾನ ಸಂಪಾದಕ ಮತ್ತು 
ಪ್ರಕಟಣ ಸಮಿತಿಯ ಅಧ್ಯಕ್ಷ 


ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸವು ಪಾಶ್ಚಿಮಾತ್ಯ ಭಾಷೆಗಳಲ್ಲಿ ಕ್ಯಾಲ್ಕ್ಯುಲಸ್ 
( calculus) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತಿರುವ ಗಣಿತಭಾಗ, ಕ್ಯಾಲ್ಕುಲ್ 
( calcul ಎಂದರೆ, ಎಣಿಕೆಗಾಗಿ ಉಪಯೋಗಿಸಲ್ಪಡುವ ಕಲ್ಲುಹರಳು 
( pebble used for Counting ) ; ಕ್ಯಾಲ್ಕ್ಯುಲಸ್ ಎಂದರೆ, 
ಕಲನದ ಒಂದು ವಿನ್ಯಾಸ ( a mode of calculation ) ಎಂದರ್ಥ. 
ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸವು ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಸೂಕ್ಷಾಂಶಗಳಿಗೆ ( infinitesimals ) 
ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಕಲನ ( calculation ) ಅಥವಾ ಸೂಕ್ಷಾಂಶ ವಿಜ್ಞಾನ, 
ಇದರಲ್ಲಿ ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ ( diferential calculus 
ಮತ್ತು ಸಮಗ್ರಣ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ ( integral calculus) ಎಂಬ 
ಎರಡು ಭಾಗಗಳಿವೆ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ ಭಾಗವೇ ಈ ಪುಸ್ತಕದ 
ವಸ್ತು , 

ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸವು ಶಾಸ್ತ್ರೀಯವಾದ ತಳಹದಿಯ ಮೇಲೆ ನಿಂತು 
ಪ್ರಬಲಿಸಿರುವುದು ಕ್ರಿ . ಶ. 17 - 18ನೆಯ ಶತಮಾನದ ನ್ಯೂಟನ್ 
( Newton) ಮತ್ತು ಲೈಬಿಸ್ ( Leibnitz ) ಎಂಬ ಸುಪ್ರಸಿದ್ದ 
ಗಣಿತ ಸಂಶೋಧಕರ ಕಾಲದಿಂದ ಈಚೆಗೆ. ಆದರೆ ಈ 
ಆಲೋಚನೆಯು ಇನ್ನೂ ಹಿಂದೆಯೇ ನಡೆದಿತ್ತು . ಕೇಂಬ್ರಿಜ್ ವಿಶ್ವ 
ವಿದ್ಯಾನಿಲಯದಲ್ಲಿ ನ್ಯೂಟನ್ಗೆ ಹಿಂದೆ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರಾಧ್ಯಾಪಕನಾಗಿದ್ದ 
ಐಸ್ಯಾಕ್ ಬ್ಯಾರೋ ( Isaac Barrow ) ಎಂಬಾತನು ಅಂತರಾಂಶ 
ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ( differential coefficient) ರೇಖಾರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿದು , ಅದನ್ನು ತನ್ನ ರೇಖಾಗಣಿತ ಗ್ರಂಥದಲ್ಲಿ ಪ್ರಕಟಿಸಿದ ನು 
ಈ ಗ್ರಂಥವನ್ನು ನ್ಯೂಟನ್ ಮತ್ತು ಲೈಬಿ ಸ್ ಇಬ್ಬರೂ ಅವಲೋಕಿಸಿದ್ದ 
ರೆಂದು ಗೊತ್ತಾಗಿದೆ. ಆದರೂ ಈ ವಿಚಾರವಾಗಿ ಫಲದಾಯಕವಾದ 
ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ವ್ಯವಸಾಯವನ್ನು ಪ್ರಾರಂಭಿಸಿ ನಡೆಸಿದವರು ನ್ಯೂಟನ್ 
ಮತ್ತು ಲೈ ಬಿಸ್ , ಆದ್ದರಿಂದ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸದ ಪಿತಾಮಹರೆಂಬ 
ಬಿರುದು ಅವರಿಗೇ ಸಲ್ಲುತ್ತದೆ. 
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ಪ್ರಾಚೀನ ಹಿಂದೂ ಗಣಕರು ( mathematicians ) ಸೊನ್ನೆ 
ಯನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸಿ, ಸ್ಥಾನಭೇದಗಳನ್ನೂ ಸಂಕಲನಾದಿ ಅಂಕಗಣಿತ ವಿಧಾನ 
ಗಳನ್ನೂ ವ್ಯವಸ್ಥೆಗೊಳಿಸಿದ್ದರು. 1, 2, 3, , , , ಎಂಬ ಅಂಕ 
ಚಿಹ್ನೆಗಳೂ ಹಿಂದೂ ಚಿಹ್ನೆಗಳೇ ; ಅರಾಬಿಕ್ ಅಲ್ಲ. ಬೀಜಗಣಿತ, 
ರೇಖಾಗಣಿತ, ಖಗೋಳಶಾಸ್ತ್ರ ಮುಂತಾದ ಗಣಿತ ಭಾಗಗಳಲ್ಲೂ 
ವಿಜ್ಞಾನದ ಇತರ ಕ್ಷೇತ್ರಗಳಲ್ಲೂ ಈ ದೇಶದಲ್ಲಿ ವ್ಯವಸಾಯವು ನಡೆದಿತ್ತು 
ಆದರೆ ಕ್ರಿ . ಶ. 12ನೆಯ ಶತಮಾನದಿಂದ 20ನೆಯ ಶತಮಾನದವರೆಗೆ 
ವಿಜ್ಞಾನವು ನಮ್ಮ ದೇಶದಲ್ಲಿ ಪ್ರಾಯಶಃ ರಾಜಕೀಯ ಕಾರಣಗಳಿಂದ 
ಸುಪ್ತವಾಗಿತ್ತು . ಆದರೆ, ಆಗ ಅದು ಪಾಶ್ಚಿಮಾತ್ಯ ದೇಶಗಳಲ್ಲಿ ಮುಂದು 
ವರಿಯಿತು. ಆದ್ದರಿಂದ ಈಗ ನಾವು ನಮ್ಮ ಭಾಷೆಗಳ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಶಬ್ದ 
ಸಂಪತ್ತಿಯನ್ನು ತ್ವರಿತವಾಗಿ ವೃದ್ಧಿಗೊಳಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕಾದ ಪ್ರಮೇಯವು 
ಒದಗಿದೆ. ಈ ಕಾರ್ಯದಲ್ಲಿ ನಮಗೆ ಸಂಸ್ಕೃತ ಭಾಷೆಯು ಬಹುಮಟ್ಟಿಗೆ 
ಸಹಕಾರಿಯಾಗುತ್ತದೆ. ತಾಂತ್ರಿಕ ( technical) ಪದಗಳಿಗೆ ಬೇಕಾದ 
ಬಿಗಿ , ಬಿಕ್ಕಟ್ಟು ಆ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿದೆ. ಅಲ್ಲದೆ ಸಂಸ್ಕೃತ ಪದಗಳು ಅನೇಕ 
ಹಿಂದೂ ಭಾಷೆಗಳಿಗೆ ಅಚ್ಚು ಕಟ್ಟಾಗಿ ಹೊಂದಿಕೊಳ್ಳುತ್ತವೆ. ಹಿಂದಿನ 
ಕಾಲದಲ್ಲಿ ನಮ್ಮ ದೇಶದಲ್ಲಿ ವೈಜ್ಞಾನಿಕ ಯೋಜನೆಗಳು ಪ್ರಬಲವಾಗಿಯೇ 
ನಡೆದಿರಬೇಕು, ಏಕೆಂದರೆ, ಸಂಸ್ಕೃತ ಭಾಷೆಯಲ್ಲಿ ವಿಜ್ಞಾನಕ್ಕೆ ಹೊಂದುವ 
ಪದಗಳು ಹೇರಳವಾಗಿ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಕಲನ 
ವಿನ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದಂತೆ, ಒಂದು ಧೈಯ ಅಥವಾ ಲಕ್ಷವನ್ನು 
ಸವಿಾಪಿಸು ( tend to ) ಎಂಬ ಅರ್ಥದ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ ಅಮರಸಿಂಹನು 


ಸವಿಾಪೇ ನಿಕಟಾಸನ್ನ ಸನ್ನಿ ಕೃಷ್ಣ ಸನೀಡವತ್ | 
ಸದೇಶಾಭ್ಯಾಶ ಸವಿಧ ಸಮರ್ಯಾದ ಸವೇಶವತ್ | 
ಉಪಕಂಠಾಂತಿಕಾಭ್ಯರ್ಣಾಭ್ಯಗ್ರಾ ಅನ್ಯಭಿತೋವ್ಯಯಂ || 


- ತೃತೀಯ ಕಾಂಡ, ವಿಶೇಷ್ಯ ನಿಫ್ಟ್ ವರ್ಗ 
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ಎಂಬ ಹದಿನೈದು ಪದಗಳ ಗುಚ್ಛವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದ್ದಾನೆ. ಇಂಥ ಉದಾ 
ಹರಣೆಗಳು ಇನ್ನೂ ತಂಡೋಪತಂಡವಾಗಿ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಈ ಶಬ್ದ 
ಕೋಟಿಯಿಂದ ಈಗ ನಾವು ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗುವ ಶಬ್ದಗಳನ್ನು ಆಯ್ದು 
ಕೊಳ್ಳಬೇಕಾಗಿದೆ, ಸಮಾಸಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ ; ಸೂಕ್ತವಾದ ಉಪಸರ್ಗಗಳ 
ಸಹಾಯದಿಂದ ಅರ್ಥಪ್ರಭೇದಗಳನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಈ ಶಬ್ದ 
ಶೋಧನೆಯು ಸುಲಭವಾದುದಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ , ಆಧುನಿಕ ವಿಜ್ಞಾನದಲ್ಲಿ 
ಅನೇಕ ಪದಗಳ ಅರ್ಥವು ಉತ್ತ 

ನಿಕ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಗೆ ಒಳ 
ಪಟ್ಟಿರುತ್ತದೆ. ಆದರೆ ಆಧುನಿಕ ವಿಜ್ಞಾನವನ್ನು ಭಾರತೀಯ ಭಾಷೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯತೊಡಗುವ ಪ್ರತಿಯೊಬ್ಬ ಲೇಖಕನೂ ಈ ಶಬ್ದ ಶೋಧನೆಗೆ ವಿಶೇಷ 
ಗಮನವನ್ನು ಕೊಡಲೇಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 

ಸಂಕ್ಷಿಪ್ತ ಮುಕ್ತಂ ಪೃಥುತಾ ಭಯೇನ || 
ನಾಂತೋ ಯಸ್ಮಾದ್ಧಣಿತಾರ್ಣವಸ್ಯ ! 

- ಭಾಸ್ಕರ. 
ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸವು ಪುಷ್ಟವಾಗಿ ಬೆಳೆದಿದೆ, ವಿಶಾಲವಾಗಿ 
ಪಸರಿಸಿದೆ. ಅದನ್ನು ಈ ಪುಸ್ತಕದಲ್ಲಿ ಮೈಸೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯದ 
ಬಿ.ಎಸ್ಸಿ. ಪ್ರಶಸ್ತಿಯ ಆಯಕಟ್ಟಿಗೆ ಸಂಕ್ಷೇಪಿಸಿ' ಬರೆಯಲಾಗಿದೆ. ಹೆಚ್ಚಿನ 
ವಿವರಕ್ಕೆ ಅಲ್ಲಲ್ಲಿ A . F . R . V ., ಎಂದರೆ ನನ್ನ Analysis of Func 
tions of Real Variables ಎಂಬ ಪುಸ್ತಕವನ್ನು ಸೂಚಿಸಿದೆ. 
ಉತ್ತರಗಳನ್ನೂ , ಮುದ್ರಣದ ಹಾಳೆಗಳನ್ನೂ ನನ್ನ ಚಿರಂಜೀವಿ ಬಿ . ಎಸ್ . 
ರಮೇಶ್, ಎಂ .ಎಸ್ಸಿ, ಅವಲೋಕಿಸಿದ್ದಾನೆ. ಈ ಪುಸ್ತಕವನ್ನು 
ನನ್ನಿಂದ ಬರೆಯಿಸಿ, ಪ್ರಕಾಶಪಡಿಸಿರುವ ಮೈಸೂರು ವಿಶ್ವವಿದ್ಯಾನಿಲಯದ 
ಅಧಿಕಾರಿಗಳಿಗೂ ಮತ್ತು ಶ್ರಮಸಾಧ್ಯವಾದ ಈ ' ಮುದ್ರಣಕಾರ್ಯವನ್ನು 
ನಿರ್ವಹಿಸಿರುವ ಶ್ರೀಕಾಂತ ಪವರ್ ಪ್ರೆಸ್ಸಿನ ಅಧಿಕಾರಿಗಳಿಗೂ ನಾನು 
ತುಂಬಾ ಋಣಿ. 
ಕೇಂದ್ರ ವಿಶ್ವ ವಿದ್ಯಾಶಾಲೆ 
( Central College) ಬಿ . ಸೀತಾರಾಮಶಾಸ್ತ್ರೀ 
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ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


ಅ೦ತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 
DIFFERENTIAL CALCULUS 

ಅಧ್ಯಾಯ 1 : 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು, ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಪರಿಮಿತಿಗಳು 
( functions, continuity and limits ) 

1 .1 . ನಿಸ್ವಭಾನಿಗಳು ಮತ್ತು ಸ್ಥಿರಿಗಳು ( variables 
and constants ). 

ದತ್ತ ಗಣಿತ ಸನ್ನಿವೇಶವೊಂದರಲ್ಲಿ ಒಂದು ಪರಿಮಾಣವು ( quan 
tity ) ಬದಲಾಗುತ್ತ ಬೇರೆ ಬೇರೆಮೂಲ್ಯಗಳನ್ನು ( values) ಹೊಂದು 
ವುದಾಗಿರಬಹುದು ; ಆದರೆ ಮತ್ತೊಂದು ಪರಿಮಾಣವು ಬದಲಾಗದೆ 
ಸದಾ ಒಂದೇ ಮೂಲ್ಯವುಳ್ಳು ದಾಗಿರಬಹುದು . ಉದಾಹರಣೆಗೆ , ಗಿಡದಿಂದ 
ಉದುರಿ ಬೀಳುತ್ತಿರುವ ಒಂದು ಸೇಬು ಹಣ್ಣಿನ ಚಲನೆಯಲ್ಲಿ ಹಣ್ಣಿನ 
ವೇಗವು (velocity ) ಕಣೇ ಕಣೇ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ; ಆದರೆ ಹಣ್ಣಿನ 
ವಸ್ತುತ್ವವು ( mass) ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 

ಬೇರೆ ಬೇರೆಮೂಲ್ಯಗಳನ್ನು ತಾಳುವ ಪರಿಮಾಣಕ್ಕೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿ 
( ವಿಕಾರಿ , ವಿರೂಪಿ, variable ) ಎಂದು ಹೆಸರು . ಒಂದೇ ಮೂಲ್ಯ 
ವುಳ್ಳ ಪರಿಮಾಣಕ್ಕೆ ಸ್ಥಿರಿ (Constant) ಎಂದು ಹೆಸರು . 
- ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಕಾಲ ಮತ್ತು ವೇಗಗಳು ವಿಸ್ವಭಾವಿ 
ಗಳು ; ವಸ್ತುತ್ವವು ಸ್ಥಿರಿ, 
5 ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳನ್ನು ೩ , ೪ , ೭ ಮುಂತಾದ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದಲೂ , ಸ್ಥಿರಿ 
ಗಳನ್ನು a , b , c ಮುಂತಾದ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದಲೂ ಸಂಕೇತಿಸುವುದು 
ವಾಡಿಕೆ, 


- 
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ಒಂದು ವಿಸ್ತಭಾವಿಯು 1 , 2, 3, . . . ಮುಂತಾದ ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಮೂಲ್ಯಗಳನ್ನು ಮಾತ್ರ ತಾಳುವುದಾದರೆ, ಅದಕ್ಕೆ ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ವಿಸ್ವಭಾವಿ ( positive integral variable ) 
ಎಂದು ಹೆಸರು ; ಮತ್ತು ಅದನ್ನು 1 , 17 ಮುಂತಾದ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದ 
ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುವುದು , 


1 .11 . ಅವಧಿಗಳು (intervals ) . 

ಎಂಬ ಒಂದು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು 4 , b ( @ < b) ಎಂಬ ಎರಡು 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು a , b ಗಳಿಗೆ ಅಂತರ್ಗತವಾದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳನ್ನೂ 
ತಾಳುವುದಾದರೆ , ಆಗ x ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಅವಧಿಯು 0 = = 6 ಎಂಬ 
ಆವೃತಾವಧಿ ( closed interval ) ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 
ಅ೦ತಿಮ ಬಿಂದುಗಳಿಲ್ಲದ a < 3 < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯು ಎರಡು 
ಕೊನೆಗಳಲ್ಲೂ ಅನಾವೃತವಾದುದು ( open at both the ends) 
ಹೀಗೆಯೇ , a • • • bಎಂಬ ಅವಧಿಯು ಎಡಗಡೆಯಲ್ಲೂ , 
a – ೩ < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯು ಬಲಗಡೆಯಲ್ಲೂ ಅನಾವೃತವಾದುವು. 

1 .12 . ಸ್ವತಂತ್ರ ಮತ್ತು ಅವಲಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳು 
( independent and dependent variables). 

- ಒಂದು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಬೆಲೆಗಳು ಇನ್ನೊಂದು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಬೆಲೆ 
ಗಳೊಂದಿಗೆ ಸಂಯೋಜಿತವಾಗಿರಬಹುದು ( connected), ಅಥವಾ 
ಹಾಗಿರದೆ ಸ್ವತಂತ್ರವಾಗಿರಬಹುದು, $ 1.1 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉದಾ 
ಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಸೇಬುಹಣ್ಣಿನವೇಗವು ಕಾಲದೊಂದಿಗೆ ಸಂಯೋಜಿತವಾಗಿದೆ ; 
ಎಂದರೆ , ಹಣ್ಣು ಬೀಳುವುದಕ್ಕೆ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗಿ ಎಷ್ಟು ಕಾಲವಾಯಿತೆಂ 
ಬುದು ದತ್ತವಾದರೆ , ಆಗ ಅದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾದ ವೇಗದ ಬೆಲೆಯು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಕಾಲವೆಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು ಸ್ವತಂತ್ರ 
ವಿಸ್ವಭಾವಿ ; ಅದಕ್ಕೆ ಸಂಯೋಜಿತವಾಗಿರುವ ವೇಗವು ಸಂಯೋಜಿತ 
ಅಥವಾ ಅವಲಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿ. 
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3 . 


1.2, ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( functions). 

ಖ ಎಂಬ ಒಂದು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಬೆಲೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ( ಜವಾಬಾಗಿ , ಅಭಿವಾದಿಯಾಗಿ , corres 
ponding to ) ? ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಬೆಲೆ ಅಥವಾ 
ಬೆಲೆಗಳು, ದತ್ತ ನಿಯಮ ಅಥವಾ ನಿಯಮಗಳ ಮೂಲಕ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ನಾದರೆ, ಆಗ ೪ ಎಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು ಎಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ 
ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ( function ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

* ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪಕ ಸಂಬಂಧವು ಯಾವಾಗಲೂ 
ಸಂವಾದಿಯಾಗಿಯೇ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂಬ ಭರವಸೆಯೇನೂ ಇಲ್ಲ. ಏಕೆಂ 
ದರೆ , Y ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು x ನ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾದರೆ , ವಿಲೋಮ 
ವಾಗಿ (inverse ) x ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು Y ನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾಗಿರು 
ವುದು ಕೆಲವು ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ ( conditions ) ಮಾತ್ರ ಸಾಧ್ಯ . 

ಅನುಸ್ಥಾಪಕ ಸಂಬಂಧವು ೪ = f( ), Y = ( x) ಮುಂತಾದ 
ಸಂಕೇತಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಎಂಬುದು ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ತ 
ಭಾವಿ ; } ಎಂಬುದು ಸಂಯೋಜಿತ ವಿಸ್ವಭಾವಿ ಅಥವಾ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 

ನ ಬೆಲೆ ಸ್ಥಾಪಿತವಾದರೆ, ಅದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ನ ಬೆಲೆ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪಿತವಾಗುತ್ತದೆ. 

1. 21 . ನಕ್ಷೆಗಳು ( graphs). 

9 = f( x) ಆಗುವಂತೆ ( , 9) ಬಿಂದುಗಳನ್ನುಳ್ಳ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು 
ಅನೇಕವೇಳೆ ಸುಲಭವಾಗಿ ರಚಿಸಬಹುದು , ಕೆಲವು ನಕ್ಷೆಗಳ ರಚನೆಗೆ ವಿಶೇಷ 
ವಿಧಾನಗಳನ್ನು ಅನುಸರಿಸಬೇಕಾಗಬಹುದು. ( ಅಧ್ಯಾಯ XVI ). ಕೆಲವು 
ವೇಳೆ ನಕ್ಷೆಯುಸ್ಕೂಲವಾಗಿ ಮಾತ್ರ ಸಾಧ್ಯವಾಗಬಹುದು. ( ಆಕೃತಿ1 - 4). 

1 .22. ಏಕಮೂಲ್ಯ ಮತ್ತು ಬಹುಮೂಲ್ಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 
peo ( single - valued and many - valued 
functions). 
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೫ ಎಂಬ ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು ತಾಳುವ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಬೆಲೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ? ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದ ಒಂದು 
ಬೆಲೆ ಮಾತ್ರ ಇರುವುದಾದರೆ, ಆಗ ೪ = f( x ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ಏಕಮಲ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆ ( single-valued function ) ಎಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಹಾಗಲ್ಲದೆ, # ನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ ಅನು 
ಗುಣವಾಗಿ ಇ ಗೆ ಅನೇಕ ಬೆಲೆಗಳಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಆ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ಬಹುಮೂಲ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆ ( many - valued function ) 
ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 


ಆಕೃತಿ 1 - 1 
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ೪ = x³ ಮತ್ತು ೪ = - x* ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 
ಗಳು ಏಕಮೂಲ್ಯವಾದುವು. 

Y = + yx, 20, ಮತ್ತು ೪ = + V - ) , < 0 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ದ್ವಿ ಮೂಲ್ಯವಾದುವು ( double - valued ). 
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ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ನಕ್ಷೆಗಳನ್ನು ಆಕೃತಿ 1 - 1 ರಲ್ಲಿ ಕ್ರಮವಾಗಿ 
A , B, C , D ಎಂದು ಸೂಚಿಸಿದೆ. 

ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ನಾವು ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು 
ಏಕಮೂಲ್ಯವಾದುವು. 


ನಿಯಮವು ಒ೦ದು ಸಾಕರಣದಿಂದ ದತ್ತವಾಗಿರದೆ 
ಇತರ ರೀತಿಗಳಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


05 X 51 ಎ೦ಬ 
ಆವೃತಾವಧಿಯಲ್ಲಿ: 
0 – * * * 

ಆದಾಗ ೪ = ೩ , 
} < – 1 

ಆದಾಗ ೪ = | 


01 


| 


ಆಕೃತಿ 1 - 2 


ಎಂಬ ನಿಯಮವು ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪಕ ನಿಯಮ . ಏಕೆಂದರೆ, 
ಈ ನಿಯಮದಿಂದ ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ x ನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ ಅನು 
ಗುಣವಾಗಿ } ನ ಬೆಲೆ ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾಗುತ್ತದೆ. ಆದರೆ ಈ ನಿಯಮವನ್ನು 
ಒಂದು ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವುದಕ್ಕಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪ 
ನೆಯ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 1 - 2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


ಸ 


2 


, 
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ಇನ್ನೊಂದು ಉದಾಹರಣೆ : 


- * = " ಎಂಬ ಆವೃತಾವಧಿಯಲ್ಲಿ : 


- < X = 0 ಆದಾಗ } = ಕಾಸ್ ೧ , 


* 0 < x = " , } = ಸೈನ್ ೫, 


& ಕೃತಿ 1 - 3 
ಎಂಬುದೊಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. ಇದರ ನಕ್ಷೆಯು ( ಆಕೃತಿ 1 - 3) 
0 ಎಂಬ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ( origin ) ಭಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 


- 


- ಮ 


- ಯ - x < ಎಂಬ ಅನಂ ತಾವಧಿಯಲ್ಲಿ 


X ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾದಾಗ ಮತ್ತು x = 0 ಆದಾಗ ೪ = 0, 
ಮತ್ತು ಅಪೂರ್ಣಾಂಕವಾದಾಗ 

Y = 1 
ಎಂಬ ವಿಧಾಯಕವು ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. ಇದರ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಹಾಕು 
ವುದು ವಸ್ತುತಃ ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲ ; ಏಕೆಂದರೆ , ೫ = 0, ²1 , ²2, . . . 
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ಎಂಬ ಕಡೆಗಳಲ್ಲಿ ೪ = 1 ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಬಿಂದು 
ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ, ೫ – ಅಕ್ಷದಮೇಲೆ ಅವುಗಳ ಅನುಬಿಂದುಗಳನ್ನು 


Q 


X 


- 2 


- 1 


- ಆಕೃತಿ 1 - 4 


ಹಾಕಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ, ಆಕೃತಿ 1 - 4 ನ್ನು ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಸ್ಕೂಲ 
ವಾದ ನಕ್ಷೆಯೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು , 

1 . 23 . ಏಕಾಯನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( monotonic 
functions). 
* ದತ್ತ X - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ೩ , ೫ , ( > ೩ ) ಎಂಬ ಯಾವ 
ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ f( x ) f( x ) ಆದರೆ , ಆಗ 
f( x) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಆರೋಹಿ(increasing) ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಲ್ಪಡುತ್ತದೆ ; ೫ > x ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f(x ) { f( x ) ಆದರೆ , ಆಗ 
f( x) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಅವರೋಹಿ ( decreasing) ಎಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಆರೋಹಿ ಮತ್ತು ಅವರೋಹಿ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ 
ಏಕಾಯನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( monotonic functions) 
ಎಂದು ಹೆಸರು , 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ೪ = ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು - ೧ < X = 0 
ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅವರೋಹಿ, ಮತ್ತು 0 = " < ಎಂಬ ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಆರೋಹಿ( ಆಕೃತಿ 1 -1). 
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ಆಂಟಿ 1 . 24 . ಬಂಧನಗಳು ( bounds ) : 


- € ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
€ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ , ದy X - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

M > f( x) > M - 6 
ಆಗುವಂತೆ f( ) ನ ಒಂದು ಮೂಲ್ಯವು ಸಿಗುವಂಥ M ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿ 
ಯೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ /( ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಉದ್ಭಂಧಿತವಾಗಿದೆ (bounded above) ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗು 
ತದೆ, ಮತ್ತು M ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯು f(a ) ನ ಉದ್ದಂಧನ (upper 
bound ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 

_ m = f( x ) < m + 6 
ಆಗುವಂತೆ f( x) ನ ಒಂದು ಮೂಲ್ಯವು ಸಿಗುವಂಥ m ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿ 
ಯೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ f( c) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅಧೋ 
ಬಂಧಿತವಾಗಿದೆ (bounded below ) ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ, 
ಮತ್ತು 11 ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯು f(a ) ನ ಅಧೋಬಂಧನ (lower 
bound ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಒಂದು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಮೇಲುಗಡೆ, ಅಥವಾ ಕೆಳಗಡೆ, ಅಥವಾ 
ಎರಡುಕಡೆಯ ಬಂಧನರಹಿತವಾಗಿ ( unbounded) ಇದ್ದರೂ 
ಇರಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, 


f(x) = (x = 0), ಮತ್ತು (0) = 0 . 
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ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ( ಆಕೃತಿ 1 - 5 ), - 1 < x = 1 ಎಂಬ ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಉದ್ಭಂಧನವಾಗಲಿ 
ಅಧೋಬಂಧನವಾಗಲಿ ಇಲ್ಲ. 
- ೫ < x 70 ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಅಧೋಬಂಧನವಿಲ್ಲ, 
ಉದ್ಭಂಧನ 0 . 
0 • • • ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಉದ್ದ ೦ ಧನವಿಲ್ಲ, 
ಅಧೋಬಂಧನ 0 . 


1 ೫ 2 ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಉದ್ಭಂಧನ 1 , ಅಧೋ 

ಆಕೃತಿ - 5 
ಬಂಧನ , 

ಮತ್ತೆ 05 X 51 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ : 

0 4 x < 1 ಆದಾಗ f( x ) = X , ಮತ್ತು f0) = 2 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಉದ್ಭಂಧನ 2, ಮತ್ತು ಅಧೋಬಂಧನ 0 . 
ನ 1 .3 . ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ( continuity ), 

ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
೯ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ, n ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 

| 2 - c { " ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ ( fix) - fc) | 26 
- ಅಗುವಂತೆ , ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ , ಆಗ ೩ = c ಎಂಬ 

ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ ( conti 
nuous) ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುವುದು, 
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ಆಕೃತಿ 1 - 6 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, ೪ = fic) ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲುಗಡೆ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಡೆ ಸಮು ದೂರದಲ್ಲಿ HG, EF 


* 
F 
- 
1 
- 


} ( d - ೬ - 


- 


° 


( 


* 


(+ 2 


ಆಕೃತಿ 1 - 6 
ಎಂಬ ಯಾವ ಎರಡು ಸರಳ ರೇಖೆಗಳನ್ನೆಳೆದರೂ , ತದನುಗುಣವಾಗಿ c 
ಬಿಂದುವಿನ ಎಡಕ್ಕೆ ಮತ್ತು ಬಲಕ್ಕೆ ಸಮ ದೂರದಲ್ಲಿ EH, FG ರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು , EH , FG ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆ ಇರುವ ೪ = f( x ) ರೇಖೆಯು 
EF , HG ರೇಖೆಗಳ ನಡುವೆಯೂ ಇರುವಂತೆ ಎಳೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ 
ವಾಗಬೇಕೆಂಬುದೇ ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಯ 
( definition ) 8e doDF (geometrical meaning ). 

c ಬಿಂದುವು ದy X - ಅವಧಿಯ ಬಲಗಡೆಯ ಅ೦ ತಿವ ಬಿಂದು 
ನಾದರೆ , ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ | w - c | ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯು 
( ವಿಷಮ , inequality ) c - n < < C ಎಂಬ ರೂಪವನ್ನು 
ತಾಳುತ್ತದೆ. ಹಾಗೆಯೇ c ಬಿಂದುವು ದತ್ತ ೩ - ಅವಧಿಯ ಎಡಗಡೆಯ 
ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಾದರೆ , ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ | ಖ - c | < n 
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ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯು c = / c + 1 ಎಂಬರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತದೆ. 
[S 1.4]. 

f(x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಒಂದು ದತ್ತ ಅವಧಿಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಅದು ಆ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಹೇಳಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, Y = x ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ( ಆಕೃತಿ 1 - 1 ) 
ಎಲ್ಲ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುದು, ಆಕೃತಿ 1 - 2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುದು . ಅಕೃತಿ 1 - 3 
ಮತ್ತು 1 - 5 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ೫ = 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ವಿಚ್ಛಿತಿಯಿದೆ ( discontinuity ), ಆಕೃತಿ 1 - 4 ರ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ 
= 0 , ²1, ²2, . . . ಎಂಬ ಕಡೆಗಳಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಛಿತಿಗಳಿವೆ. 


1 .31. ಆವೃತ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ 
ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳು ( general properties of 
continuous functions in closed intervals ) . 


f( ) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು Q = = 6 ಎಂಬ 
ಆವೃತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ : 
- (i) f(x ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಮೇಲುಗಡೆಯೂ , ಕೆಳಗಡೆಯೂ 
ಬಂಧಿತವಾಗಿರುತ್ತದೆ; 


- ( ii ) f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ತನ್ನ ಬಂಧನ 
ಗಳನ್ನು ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದುಸಲವಾದರೂ ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ , 
f ( c) ನ ಬಂಧನಗಳು m ಮತ್ತು M ಆದರೆ, f ( x ) = , 
f( x ) = M ಆಗುವಂತೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ 
ಒಂದು x ಬಿಂದುಗಳು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ; 
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# ( iii ) fix ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ತನ್ನ ಬಂಧನಗಳಿಗೆ ಅಂತರ್ಗತ 
ವಾದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನೂ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒ೦ದುಸಲವಾದರೂ 
ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ, m < c ( M ಆಗುವಂತೆ ಯಾವ c 
ಸಂಖ್ಯೆಯು ದತ್ತವಾದರೂ , f( x ) = C ಆಗುವಂತೆ ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ ; ನಗೆ , 
. (iv ) f( ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಏಕಪ್ರಕಾರ 
ವಾಗಿ ( uniformly ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ, € ಎಂಬ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ, € ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ 
ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ, ಇನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸದಿರುವ " ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು 
ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು , ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

| ೫ - x | < ” ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 1f( x ) - 1( m ) | < 6 
ಆಗುವಂತೆ , ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . 

- ಈ ಸಾಮಾನ್ಯ ಗುಣಗಳ ಸಾಧನೆಗಳಾಗಲಿ ಅನಾವೃತ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ವಿಚಾರವಾಗಲಿ ಪ್ರಕ್ಷ ತವಲ್ಲ . [ A . F . R . V . ಯಲ್ಲಿ 
II , 8 3€32 , ಪುಟ 61 ನೋಡಿ. .. 

1 .4, ಪರಿಮಿತಿಗಳು (limits). 

€ ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
€ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ , n ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು , 

0 < | - c | < ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | f( x) - 1 ] < ೯ 
ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ, ಆಗ x ವಿಸ್ತಭಾವಿಯು 
C ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸಿದಾಗ ( tends to ) ( x) ಅನುಸ್ಥಾಪ 
ನೆಯು 1 ಎಂಬ ಪಲ್ಯಾಪ್ತಿ ( inite ) ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ 
ಯೆಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ ; ಮತ್ತು 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯು f( x ) ಅನ್ನ 
ಸ್ಥಾಪನೆಯ ಪರಿಮಿತಿ (limit ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 
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ಈ ಹೇಳಿಕೆಯನ್ನು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 

ಪರಿಮಿತಿ f( x) = 
1 

3 
> C 
ಅಥವಾ 

> c ಆದಾಗ, f( x) - l ... 
ಎಂದು ಬರೆಯಲಾಗುತ್ತದೆ, 
ಬದ ಈ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನು ಗ್ರಹಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಆಕೃತಿ 1 - 7 ಸಹಕಾರಿ 
ಯಾಗುತ್ತದೆ. Y = ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಮೇಲುಗಡೆ ಮತ್ತು 
ಕೆಳಗಡೆ ಸಮ ದೂರದಲ್ಲಿ 4 = 1 + ೯ , 4 = 1 - € ಎಂಬ ಯಾವ ಎರಡು 


( +c 


. . . . .. 


1 


+ P | 


- * 


to 


- 


- 


-7 


Ct? 


ರೀತಿ ಕೃತಿ 1- 7 - 
ಸರಳ ರೇಖೆಗಳನ್ನೆಳೆದರೂ , ಅವುಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ = c + 1. 

= C - " ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳನ್ನು , ( c - 1 , c + ೧) ಎಂಬ ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ x = c ಅಲ್ಲದ ಯಾವ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ ಅದಕ್ಕೆ 
ಅನ್ವಯಿಸುವ P೫, ೪ ) ಬಿಂದುವು EFGH ಎಂಬ ಆಯಕಟ್ಟಿನ 
( rectangle ) ಒಳಗಡೆ ಇರುವಂತೆ, ಎಳೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾಗ 
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ಬೇಕೆಂಬುದೇ ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯ ರೇಖಾರ್ಥ, fc) ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು 
ದತ್ತವಾಗಿರಬೇಕಾದ್ದಿಲ್ಲ ; ಒ೦ದು ವೇಳೆ ಅದು ದತ್ತವಾಗಿದ್ದರೂ , 
Q [c,fc)] ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಆಕೃತಿ 1 - 7 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ 
EFGH ಎಂಬ ಆಯದ ಹೊರಗಡೆ ಇದ್ದಾಗ್ಯೂ ಬಾಧಕವಿಲ್ಲ . 

If( ) - 1 | < 6 ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯನ್ನು ( ವಿಷಮ , 
inequality ) | - ( < f( x) •1 + ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 
ಅಲ್ಲದೆ, f( x ) > ಆದಾಗ f( x ) = 1 + , ಸಂಗತ » 0 ಎಂದೂ 
ಬರೆಯಬಹುದು. 

d, ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು c ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಬಲಗಡೆಯಿಂದ 
ಮಾತ್ರ ಸವಿಾಪಿಸುವುದಾದರೆ, ಆಗ ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ 
0 < | ೩ - c | < ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯು cKX < c + 1 ಎಂಬ 
ರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತದೆ. ಆಗ ಪರಿಮಿತಿಯ ಸಂಕೇತವು 

ಪರಿಮಿತಿ f ( c ) = 1, ಅಥವಾ ಪರಿಮಿತಿ f ( x) = 1 
X ++ c + 0 

- X + c + 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಇನ್ನೂ ಸ್ವವಾಗಿ 

f(c + 0) epso f(c + ) " 
ಎಂದು ಬರೆಯುವುದೂ ವಾಡಿಕೆ. ಇದೇ ರೀತಿ, 1 ವಿಸ್ತಭಾವಿಯು C 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಎಡಗಡೆಯಿಂದ ಮಾತ್ರ ಸವಿಾಪಿಸುವುದಾದರೆ , ಪರಿ 
ಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ 0 < { x - c | < ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯು 
c – 1 < x / c ಎಂಬ ರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತದೆ. ಆಗ ಪರಿಮಿತಿಯ 
ಸಂಕೇತವು 

ಪರಿಮಿತಿ f ( x ) = 1 , ಅಥವಾ ಪರಿಮಿತಿ f ( = | 
X > C - 0 . 

- 

+ C - 
ಎಂದಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಇನ್ನೂ ಪ್ರಸ್ವವಾಗಿ 
ವಸತಿ 

f ( c - 0) ಅಥವಾ f ( c - ) 
ಎಂದು ಬರೆಯುವುದೂ ವಾಡಿಕೆ. 
ಇಡಿ ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಪರಿಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಗೂ 81°3 ರಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಗೂ ವ್ಯತ್ಯಾಸವಿದೆ. ಪರಿಮಿತಿಯ 
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ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ 0 < | ೩ - c ) 21 ಎಂದು ಇರುವಕಡೆ ಅವಿಚ್ಚಿ 
ನ್ನ ತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ | – c | < ” ಎಂದಿದೆ ; ಮತ್ತು ಪರಿ 
ಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ 1 ಇರುವ ಕಡೆ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಯಲ್ಲಿ 
f ( c) ಇದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 

ಪರಿಮಿತಿ f (x) = f (c) | 

X + C 
ಆದರೆ, ಆಗf ( ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು = c ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿ 
ರುತ್ತದೆಯೆಂದು ನಿರೂಪಿಸಿದಂತಾಯಿತು. ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಅವಿ 
ಚೈನ್ನತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಯನ್ನೂ ಹೀಗೆಯೇ ಮಾರ್ಪಡಿಸಬಹುದು. 
assb ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ fa + 0 ) = j ( a ) ಆದರೆ, ಆಗ f ( ) 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು X = 0 ಎಂಬ ಎಡ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ ; ಇದೇ ರೀತಿ f ( b - 0) = f (6) ಆದರೆ , ಆಗ f ( ) 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು X = b ಎಂಬ ಬಲ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- ಈಗ ಪರಿಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಗೆ ಉದಾಹರಣಾರ್ಥವಾಗಿ ; 

ಎ ೫ = 0 ಆದಾಗ | ( m ) = 2 + 1 , 
ಮತ್ತು ೫ = 9, f ( x) = 0 . ( 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು x -> ಆದಾಗ 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸು 
ಇದೆಯೆಂದು ಪ್ರಭವದಿಂದ ( ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ, ab initio , from 
first principles ) ತೋರಿಸೋಣ. ಪರಿಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ 
= 0 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ನಾವು ಗಮನಿಸಬೇಕಾದ್ದಿಲ್ಲವಷ್ಟೆ . ಅದ್ದರಿಂದ 

# 0 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. € ಎಂಬುದು ಒಂದು ದ ಧನಸಂಖ್ಯೆ 
- ಯಾಗಿರಲಿ, ಆಗ | f( x ) - 1 | = | 2x ! < < ಆಗಬೇಕಾದರೆ , 
- ] » | 2 g/ 2 ಆಗಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ / 2 ಗೆ ಸಮವಾದ, ಅಥವಾ 

ಅದಕ್ಕಿಂತಲೂ ಚಿಕ್ಕದಾದ, ಯಾವ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನಾದರೂ ” ಎಂದು 
ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳ ಬಹುದು. ಮಸಲ , = 1 , ಆದರೆ n = ಆಗಬಹುದು. 
ಹೀಗೆಪ್ರತಿಯೊಂದು ( > 0) ಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಒಂದು n ( > 0) ವನ್ನು 
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ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ x > 0 
ಆದಾಗ, f ( ) - 1 , ಇಲ್ಲಿ f ( c) ನ ಪರಿಮಿತಿಯು f ( 0) ಗೆ ಸಮ 
ವಾಗಿಲ್ಲ . ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು X = 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅವಿ 
ಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಲ್ಲ. f ( O) = 0 ಎಂಬ ಬದಲು F (9) = 1 ಎಂದು ದತ್ತ 
ವಾಗಿದ್ದಿದ್ದರೆ , ಆಗ ಪರಿಮಿತಿಯು / ( 0) ಗೆ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತಿತ್ತು , ಮತ್ತು 
= 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ ( *) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತಿತ್ತು . ಒಂದು ವೇಳೆ f ( 0) ನ 
ಬೆಲೆಯು ದತ್ತವಾಗದಿದ್ದರೂ | (m ) ನ ಪರಿಮಿತಿಗೆ ಯಾವ ಆಪೋಹವೂ 


ಅದು ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
€ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ, * ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು , 

x > ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | f ( c) - 1 | < ೯ 
ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ , ಆಗ x 0 ಆದಾಗ 
f ( ) > 1 ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 

ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
ಎಷ್ಟು ದೊಡ್ಡ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೇ ಆಗಿರಲಿ, ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು 
- 0 < | - c | ( 1 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f( ) > A 
ಆಗುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ , ಆಗ X + c ಆದಂತೆ 
f (a ) n ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 

1 + 0 ಆದಾಗf ( x) > 2 , X - - 0 ಆದಾಗf ( x ) > 1 
ಮುಂತಾದ ಪರಿಮಿತಿಗಳನ್ನು ಇದೇ ರೀತಿ ನಿರೂಪಿಸಿಕೊಳ್ಳಬಹುದು . 

1 .41 . ಪರಿಮಿತಿಗಳು ಮತ್ತು ಅಂಕಗಣಿತ ವಿಧಾನಗಳು 
( limits and arithmetical processes ) 

ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಗಳಲ್ಲಿ ( theorems) 4, 8 ಎಂಬ ಅಕ್ಷರ 
ಗಳು ೭ ( c ), Y ( ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತವೆ. 
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ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು c ಎಂಬ ಒಂದು ಪರ್ಯಾಪ್ರಸ್ಥಿರಿಯನ್ನು ಸವಿಾಪಿಸು 
ಇದೆಯೆಂದೂ , ಪರಿಮಿತಿಗಳು ಅನಂತವಲ್ಲವೆಂದೂ ಅಧ್ಯಾಹಾರ ಮಾಡಿ 
ಕೊಳ್ಳಬೇಕು, ಪರಿಮಿತಿಗಳು ಅನಂತವಾದಾಗ ಸೂಕ್ತವಾದ ಬದಲಾವಣೆ 
ಗಳನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 

(1 ), ಪರಿಮಿತಿ ( ೩ + ೪) = ಪರಿಮಿತಿ ೩ + ಪರಿಮಿತಿ V. 

ಸಾಧನೆ : ಪರಿಮಿತಿ 4 = 1 , ಮತ್ತು ಪರಿಮಿತಿ V = |' ಎಂದು 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. > 0 ದತ್ತವಾಗಿರಲಿ . ಆಗ, ಪರಿಮಿತಿಯ 
ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ದತ್ತ € ಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 1 , 2 , ಎಂಬ ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು , 

0 < | * - c | < 11 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | U - 1 | < / 2, 
ಮತ್ತು 04 | - c | ( 1 ೨, ೪ – 1 | < / 2 
ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಈಗ 

ಕನಿಷ್ಠ ( 71 , 1 ) = 7 . 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ; ಎಂದರೆ, 1u, ಗಳ ಪೈಕಿ ಚಿಕ್ಕದನ್ನು 1 
ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. ಆಗ, 
- 04 | - c | < n ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | ( u + 1) - ( + 1 ) | , 

< | U - 1 | + | 1 - 1 | 

< + = ೯ ... > 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ 

* ( + 7) + 1 + 
( 2), ಪರಿಮಿತಿ ( - ) = - ( ಪರಿಮಿತಿ 1). 
- ಸಾಧನೆ : ( - 1) - ( 1 ) | = | V - 1 | , 
ಈಗ, > I'. ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ : ( > 0) ಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 1 > 0 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು , 
- 0 < | - c | < q ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | 1 – 1 | < 
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ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ನ ಅ೦ಥ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆಲ್ಲ 
( - 1) - ( - 1 ) | < ಆಗುತ್ತದೆ ಎಂದರೆ, - - - 1 . 

(3), ಪರಿಮಿತಿ ( u ) = ( ಪರಿಮಿತಿ ೩).( ಪರಿಮಿತಿ 1 ). 
ಸಾಧನೆ : | - Ll' i = | UV – ul' + ul' – UL' | 

= | UV – I ) + 1 ( U - ) | 

< | u | - | V - [! | + | | | | – 1 | . 
4 > . ಆದ್ದರಿಂದ ( c - d, c + ತಿ) ಅಂತರದಲ್ಲಿ # c ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 
1 - 1 < u( c) < l + ಆಗುವಂತೆ ನಿ ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ಈಗ, ಗರಿಷ್ಠ ( 1l - 1 | , 
| 1 + ) = M ಆದರೆ, - ಎಂದರೆ, | | - | | | l + + ). 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳ ಪೈಕಿ ದೊಡ್ಡ ದನ್ನು M ಎಂದು ಕರೆದರೆ - , 
( c – ೬ , c + 8) ಅಂತರದಲ್ಲಿ | u( ) | < M , ( X # c) , 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಅಂತರದಲ್ಲಿ 

| u - I ' | < M . | V - 1 | + | | | | U - 1 | , 
# c, ಈಗ ಎಂಬ ದ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 11 , 1 
ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆಗಳನ್ನು , 

0 < | x - c | < n ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | 4 - 1 | < t 


ಮತ್ತು 0 < | ಖ - c | < 7 3, | V – 1 | < gM 
ಆಗುವಂತೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು , ಈಗ, ಕನಿಷ್ಠ ( ny, na, 8 ) = 1 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ , 0 < | - c | < r ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 

| 10 – 1 | KM aw + |1 | | T = 
ಆಗುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ , 21 -> I'. 
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(4) , ಪರಿಮಿತಿ = ಸರಿಖು , ( ಪರಿಮಿತಿ ) # 0. 

11 | V - 1 | 

1 | | | | || | | | | 
V > l # 0. ಆದ್ದರಿಂದ ( c – ೨, c + ತಿ) ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಖ # c 
ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | - 11< u( ) <l + 1 | ಆಗುವಂತೆ ತಿ' ಎಂಬ 
ಧನಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿರುತ್ತದೆ. ಈಗ 

ಕನಿಷ್ಠ { \ ! - 1 | , | U!+ } = m 
- ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ, ( c – ೨ , c + 3) ಅಂತರದಲ್ಲಿ 
X c ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ | u( ) > m > 0 ಆಗುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು 

| V - 1' | 

- m | | | 
ಈಗ, > ೦ ದತ್ತವಾದರೆ , ತದನುಗುಣವಾಗಿ 1 ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆ 
ಯನ್ನು , 04 | x - c | - ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 
| V - 1' | < m | | | ಆಗುವಂತೆ , ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ಕನಿಷ್ಠ ( 71 , ೨) = 7 ಆದರೆ, ಆಗ 02 | * - c | < 

1 1 €m | 1 | | 
( 1 m | | | = ೯ ಆಗುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ. 

- 1 1 


ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 


- 1 1 < m || | 


1 .42 , ನೇಪಿಯರನ ಸ್ಥಿರಿ ( Napier's constant). 

Fun ) = ( 1 + , = 1, 2, 3 ,.... 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 1 > 0 ಆದಾಗ, ೬ ಎಂಬ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ಈಗ ಸಾಧಿಸಲಾಗುವುದು. 
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ದf( R ) ಎಂಬ ಕ್ರಮಾನುಸರಣೆಯು ಅನುಕ್ರಮಿ , ಪಠ್ಯಾಯ , 
sequence) ಆರೋಹಿಯೆಂದು ಮೊದಲು ತೋರಿಸೋಣ. ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕ ಸೂಚಕ ದ್ವಿಪದಿ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ( binomial theorem 
for a positive integral index ) ಪ್ರಕಾರ 

( 1 1 
F(7 ) = 1 + 2 = 1+ + 

1 1 ( 1 - 1 ) 1 1 
* * * * 2! : + ... + on 


=1+1+91- + 1-41- ವಿ ... 
+31-31- 3)... 1-" ) ...(A ) 


TV / 


- f ( n + 1 ) = 


* 2 ! \ 


+ 1 / 


ಈ ಎರಡುಶ್ರೇಣಿಗಳ ( series ) ಅನುಪದಗಳ ( corresponding 
terms) ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ 

f ( n + 1 ) > f ( n ) , ೧ = 1 , 2 , 3 , .............! 
ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ, ಎಂದರೆ f ( n ) ಆರೊಹಿಯಾಗಿದೆ. 

ಮತ್ತೆ , f ( m ) ಗೆ ಉದ್ಭಂಧನವಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 
ಮೇಲಿನ ( A )ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ 
f ( ) < 1 + 1 + + 5 + . + ! 

21 + 1 + + +....ಅನಂತವಾಗಿ ) 
= 1 + 2, [ ಅನಂತ ರೇಖಾಶ್ರೇಣಿಯ ( G . P.) 

ಸಂಕಲನದಿಂದ? 
ಹೀಗೆ f ( 2) < 3, 7 = 1 , 2 , 3, ........................ ( ii ) 
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ಎಂದರೆ f ( ) ಗೆ ಉದ್ಭಂಧನವಿದೆ. 

ಈಗ, ಆರೋಹಿಯಾದ ಒಂದು ಕ್ರಮಾನುಸರಣಿಗೆ M ಎಂಬ 
ಒಂದು ಸ್ಕೂಲವಾದ ಉದ್ದಂ 
ಧನವಿದ್ದರೆ, ಆ ಕ್ರಮಾನು 
ಸರಣಿಯು ( = M ) ಎಂಬ 
ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ 
ಪರಿಮಿ ತಿ ಸು ತ್ತದೆಯೆ೦ದು 
ತೋರಿಸಬಹುದು , 

( ಆಕೃತಿ 1 - 8) ; 
ಹಾ ಗೆ ಯೇ ಅ ವ ರೂ ಹಿ 

0 | n + 
ಯಾದ ಒಂದು ಕಮಾನು 
ಸರಣಿಗೆ m ಎಂಬ ಒಂದು 
ಸ್ಕೂಲವಾದ ಅಧೋಬಂಧನ 

ಆಕೃತಿ 1 - 8 
ವಿದ್ದರೆ, ಆ ಕೃ ನಾ ನು 
ಸರಣಿಯು (l = n ) ಎಂಬ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ. 
( ಈ ಹೇಳಿಕೆಗಳ ಸಾಧನೆ ಇಲ್ಲಿ ಬೇಡ.) 

ಆದ್ದರಿಂದ ಪ್ರಕೃತದಲ್ಲಿ (i) ಮತ್ತು ( ii ) ರಿಂದ f ( ) ಕ್ರಮಾನು 
ಸರಣಿಯು 3 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು ಅತಿಕ್ರಮಿಸದ ೬ ಎಂಬ ಒಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ. 

e ಎಂಬ ಈ ಪರಿಮಿತಿಯು ಒಂದು ಅಧಾರಣಾಂಕ ( irrational 
number ) ಅದರ ಬೆಲೆಯು 2 . 7182818 ...' ಎಂಬ ಅನಾವರ್ತ 
ಅನಂತ ದಶಮಾಂಶ ( non -recurring , non - terminating 
decimal ) ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು, ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ “ ನೇಪಿಯರನ 
ಸ್ಥಿರಿ ” ಎಂದು ಹೆಸರು . 


1 .5, ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( elementary 
functions) . 
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ಮಿಶ್ರ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ರಚನೆಯು structure of com 
posite functions ) ಕೆಲವು ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಸಂಯೋಜನೆ 
ಯಿಂದ ಆಗಿರುತ್ತದೆ, ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ವಿಸ್ತಾರವಾದ ವಿವರಣೆಯು 
ಬೀಜಗಣಿತ ಮತ್ತು ತ್ರಿಕೋನಮಿತಿಗಳಿಗೆ ಸೇರಿದುದು. ಇಲ್ಲಿ ಅವು 
ಗಳನ್ನು ನಮಗೆ ಆವಶ್ಯಕವಾಗುವ ಮಟ್ಟಿಗೆ ಸಂಕ್ಷೇಪವಾಗಿ ಉಲ್ಲೇಖಿಸಿ 
( mention ), ಅವುಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಕೆಲವು ರೂಢ ಪರಿಮಿತಿಗಳನ್ನು 
ಕೊಡಲಾಗುವುದು . 


1 . 51 . ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ( alge 
braic elementary function ). 

- ೫೭ , ೧ = 1 , 2 , 3, .... 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು 


ಆಕೃತಿ 1 - 9 
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ಹೆಸರು , ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುದು . ಇದರ 
ನಕ್ಷೆಯು, 1 ಬೆಸ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ ಆಕೃತಿ 1 - 9 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸು 
ವಂತೆಯೂ , ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ ಆಕೃತಿ 1 - 10 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರು 
ವಂತೆಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. 


X4 


> = x² 


- ಆಕೃತಿ - 10 
ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಿಂದ ರಚಿತವಾದ 

P ( m) = 0 + 0x7 - 1 + am - + .... + a + 0 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ೧ ಘಾತದ ಬಹುಪದಿ ( polynomial) ಎಂದು 
ಹೆಸರು . ಇಲ್ಲಿ 0 , 0 , 1 , ...., ಎಂಬ ಸಹವರ್ತನೆಗಳು 
( Coefficients ) ಸ್ಥಿರಿಗಳು . 
ಈ Q ( ) = ba " + 6xn -1 + . ೦೦ + b ಎಂಬುದು ಇನ್ನೊಂದು 
ಬಹುಪದಿಯಾದರೆ , ಆಗ 


R ( m) = Qx) 


ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಧಾರಣಾನುಸ್ಥಾಪನೆ ( rational function ) 
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ಎಂದು ಸರು . ಧಾರಣಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳ 
ನ್ನಾಗಿ ( partial fractions ) ಒಡೆಯಬೇಕಾದ ಪ್ರಮೇಯವು 
ನಮಗೆ ಮುಂದೆ ಒದಗುವುದರಿಂದ , ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳ ವಿಚಾರವನ್ನು 
$ 1 . 57 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 

ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಈ ಕೆಳಗಿನ 
ಪರಿಮಿತಿಯು ನಮಗೆ ಮುಂದೆ ಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 

m ಎಂಬ ಸೂಚಕದ ( index ) ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 


ಪರಿಮಿತಿ xn - 1 
3 ] - 1 


= 1 


ಸಾಧನೆ : ಪಕ್ಷ ( i ) [ case ( i ) ] : m ಎಂಬ ಸೂಚಕವು ಧನ 
ಪೂರ್ಣಾಂಕವಾದಾಗ : ಭಾಗಹಾರದಿಂದ 

cm - 1 

= xn - + xn - 2 + ...: + + 1 . 
ಇದರಲ್ಲಿ X + 1 ಆದರೆ , ಬಲಭಾಗವು 1 + 1 + ... + 1 = m ಗೆ 
ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ, 

ಪಕ್ಷ ( ii ) : ಸೂಚಕವು p / q ಎಂಬ ಧನ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯಾದಾಗ 
( positive fraction ) : ಇಲ್ಲಿ 9 , q ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳು , 
ಮತ್ತು 9 # 1 , 1/4 = 2 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, > 1 ಆದಾಗ 
2 > 1 , 
* am - 1 D - 1 ( x ) - 1 ) / ( x - 1 ) 
• 2 - 1 = -1 1 - 1 ) ) - 1 ) 

= m [ ಪಕ್ಷ (i) ರಿಂದ]. 
- ಪಕ್ಷ ( iii ) : m ಸೂಚಕವು - 1 ಎಂಬ ಋಣಧಾರಣ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಯಾದಾಗ ( negative rational number ) : 

xm – 1 1 - 1 

- - 1 x2 x - 1 
O N → - = m [ ಪಕ್ಷ (i) ಮತ್ತು ( ii ) ರಿಂದ 
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ಇಲ್ಲಿಗೆ mm ಸೂಚಕವು ಧಾರಣಾಂಕವಾದಾಗ ಫಲವನ್ನು ಸಾಧಿಸಿ 
ದಂತಾಯಿತು, 7 ಸೂಚಕವು ಅಧಾರಣಾಂಕವಾದಾಗಲೂ ಈ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ಸಾಧಿಸಬಹುದು . ಆದರೆ ಆ ಸಾಧನೆ ಇಲ್ಲಿ ಬೇಡ, 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : $ 1 . 56 ನೋಡಿ. 
ಉಪಲಬ್ಧ (corollary ) : 


ಪರಿಮಿ xln - am 
C > Q Cg = mgn =1 


ಏಕೆಂದರೆ , 


a - q " 


"- 17 


* 1 


/ 


- 


som = 1 2 


1 > 0 ಆದಾಗ, 2 + 1 . : ( 2 - 1 ) / ( x - 1 ) + 1m . 

1 . 52 . ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು 
( trigonometric elementary functions). 

ಸೈನ್ x ಕಾಸ್ , ಟ್ಯಾನ್ ೫, ಕಾಟ್ , ಸೆಕ್ , ಕೋಸೆಕ್ 
ಮತ್ತು ಇವುಗಳ ವಿಲೋಮಗಳಾದ 

ಸೈನ್ - , ಕಾಸ್ , ಟ್ಯಾನ್ , ಕಾಟ್ -1 , ಸೆಕ್ - ka , 
ಕೋಸೆಕ್x ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಘಟಕ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳೆಂದು ಹೆಸರು . ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ ಆರು ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ನಕ್ಷೆಗಳನ್ನು 1 - 11 ರಿಂದ 1 - 16 ರ ವರೆಗಿನ ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿದೆ, 
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ಈ ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ ೩ - ಮತ್ತು 9 - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ವಿನಿ 
ಮಯಮಾಡಿ ( interchange) ಆಯಾ ವಿಲೋಮ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ 
ನಕ್ಷೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಉದಾಹರಣೆಗೆ , 4 = 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ನಕ್ಷೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 1 - 17 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


* ಎಂಬ 


) 


v 14 


KI 


ಸೈನ್ = - 31 5 ! 


ಕಾಸ್ = 1 - 2 + 41 - " 
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ಎಂಬ ಶ್ರೇಣಿಗಳಿಗೆ ಸೈನ್ ಮತ್ತು ಕೋಸೈನ್ ಶ್ರೇಣಿಗಳೆಂದು ಹೆಸರು . 
ಇಲ್ಲಿ X ಎ೦ಬ ಕೋ ನ ವು 
ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನದಲ್ಲಿದೆ (radian 
measure ). ಈ ಶ್ರೇಣಿಗಳು ಅಭ್ಯ 
ಗ್ರಿಸುವ ( ಪರಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗುವ, Con 
- verge) ಪರಿಮಿತಿಗಳೇ ಸೈನ್ ೫ 
ಮತ್ತು ಕಾಸ್ X ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 
ಗಳ ವಿಶ್ಲೇಷಕ ನಿ ರೂ ಪ ಣೆ ಗಳು 
( analytical definitions). 


ಈಗ, 


ಪರಿಮಿತಿ ಸೈನ್ - 1 


80 8 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸೋಣ. 


- 5 


-tx 


(i) ರೇಖಾಸಾಧನೆ ( geometrical proof) : 


ಆಕೃತಿ 118 


28 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


* ಕೇಂದ್ರ 0 , ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ , ಉಳ್ಳ ಒ೦ದು ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ 
PQ ಎಂಬ ಒಂದು ಕಂಸವನ್ನು (arc ), ZPOQ = 8 , 
04 | 8 | < ಗ್ಗೆ ಇರುವಂತೆ, ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ( ಆಕೃತಿ 1 - 18). 
P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 0Q ಕಿರಣವನ್ನು T 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ, ಆಗ, ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ , 

AOPQ < 870 (sector ) OPQ < A OPT. 
ಎಂದರೆ, ಸೈನ್ 8 < ³9 < ಟ್ಯಾನ್ 0 . 
². ಸೈನ್ 6 < 8 < ಟ್ಯಾನ್ 8 

_ 8 1 

& ಕಾಸ್ 8 
ಅಥವಾ 1ಸೈನ್ ಕಾಸ್ , 

1 > > ಕಾಸ್ . 
. . 1 > ಪರಿಮಿತಿ ಶ್ರೀ ° 21 

80 8 
.. ಪರಿಮಿತಿ ಸೈನ್ 0 - 1. 

_8³0 
- ( ii) ವಿಶ್ಲೇಷಕ ಸಾಧನೆ ( analytical proof) : 

ಸೈನ್ 4 = 8 - 3 + 5 ! " 7! * 
ಸೈನ್ 8 0³ 04 0 


- 


- 
+ 


* 


3! * 5 ! " 


+ .... 


= 1 - 31 - 5! - ( 7! - 9! / 
ಈಗ 8 ಕೋನವು ಸಾಕಾದಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕದಾಗಿದ್ದರೆ [ ಒಂದು ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿ 
ಗಿಂತ ( radian ) ಕಡಮೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಹಾಗೂ 8 < 3! ಆದರೆ - 
A . F . R . V . ಯಲ್ಲಿ ( ii ), $ 6 . 34 , ಪುಟ 130 ನೋಡಿ] , ಇಲ್ಲಿ 
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ಆವರಣಗಳಲ್ಲಿರುವ ಅಂತರಗಳೆಲ್ಲವೂ ಧನವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ , 
8 ಚಿಕ್ಕದಾಗಿದ್ದಾಗ (ಸೈನ್ 8 / 8 < ! . ಅಲ್ಲದೆ, 


>1 -S! (9 ಚಿಕ್ಕದಾಗಿದ್ದಾಗ). 
ಹೀಗೆ 8 ಚಿಕ್ಕದಾಗಿದ್ದಾಗ 

1 > ಸೈನ್ > 1 
ಈಗ 8 ಕೋನವು ಶೂನ್ಯಕ್ಕೆ ಉಪಕಂಠಿಸಲಿ ( tend to Zero) . 
ಇತ್ಯಾದಿ, 

1.53 , ಸೂಚಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ( exponential 
function ) . 

ex ( e ನೇಪಿಯರನ ಸ್ಥಿರಿ) 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಸೂಚಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಹೆಸರು . 
$ 1 .42 ರಿಂದ 

* = ಪರಿಮಿತಿ (14 ) 

1 + 0 
ಎಂಬ ಸಮತೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ಅದರಲ್ಲಿ 
- ex = 1 + ² + ** * * 

* * 21 * 3 + ... + + ... 
ಎಂಬಶ್ರೇಣಿಯಿಂದಲೂ ನಿರೂಪಿಸಬಹುದು, 


೪ = e*ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಆಕೃತಿ 1 - 19 ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿದೆ. 
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ಈ ರೇಖೆಯು - ೧ < < ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 0 ಯಿಂದ ವರೆಗೆ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿ ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ ; } - ಅಕ್ಷವನ್ನು (0, 1) ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು ಇದಕ್ಕೆ x – ಅಕ್ಷವು ಎಡ ಅಂತಿಮಕ್ಕೆ ಅಸಂಪಾತಿ 
ಯಾಗಿದೆ ( asymptote). 
ಈಗ, ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ 

ಪರಿಮಿತಿ - 1 = 1 

> 0 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. 
- ಸಾಧನೆ : ಮೊದಲು 0 < x < l ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 
ಮೇಲಿನ ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ, * > 1 + x ; ಮತ್ತು ಪದಗಳ ಹೋಲಿಕೆ 
ಯಿಂದ, < 1 + x + x + ...' = 1/ 1 - ). ಹೀಗೆ 
_ 1 - x 7 
- > > 1 + 0, 
7 1 T ) 

0 < < 1 . 
. - - 1 > * - 1 >x ,, 
ಎಂದರೆ, 1 - 1 > 1 , 
.. 1² ಪರಿಮಿ - - > 1. 


ಪರಿಮಿ 
10 


.: - 1 - 1 

.... (i) 
ಮತ್ತೆ , ಈ < 0 ಅದಾಗ, m = - Y, Y > 0 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳ 
ಬಹುದು. ಆಗ 1³0 ಆದರೆ, Y > 0. ಆದ್ದರಿಂದ 

ex - 1 e - 1 1 

= Y ' > 1 , [(i) ರಿಂದ] 
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1 :54. ಲಘುಮಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ (logarithmic 
function ). 

೪ = * ಎಂಬ ಸೂಚಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ವಿಲೋಮ( inverse ) 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಲಘುವಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಹೆಸರು. ಇದಕ್ಕೆ 

ಲಾಗ್ಸ್ 
ಅಥವಾ ಲಘು ಎಂದು ಸಂಕೇತ, e ಮತ್ತು ಲಾಗ್ಸ್ X ಗಳು 
ಪರಸ್ಪರ ವಿಲೋಮಗಳಾದ್ದರಿಂದ, ಆಕೃತಿ 1 - 19 ರಲ್ಲಿ X - ಮತ್ತು 


| > ಲಾ * 


* 


೪ - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ವಿನಿಮಯ ಮಾಡಿದರೆ Y = ಲಾಗ್ಸ್, 
ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 1 - 20 ರಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 0 < < ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಈ ರೇಖೆಯು - ಯಿಂದ 
+ ಯವರೆಗೆ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿ ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ ; x - ಅಕ್ಷವನ್ನು 
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(10) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ೪ - ಅಕ್ಷವು ಈ ರೇಖೆಗೆ ಕೆಳಗಡೆ 
ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗಿದೆ . 

ಲಾಗ್ಸ್ ( E + ) = - + - +... - < w =1 ) 
ಎಂಬಶ್ರೇಣಿಗೆ ' ಲಘುಮಿತೀಯ ಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು . [ A . F . R . V . 
ಯಲ್ಲಿ 86. 33 , ಪುಟ 123 ನೋಡಿ.] 
ಈಗ ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ 

, ಪರಿಮಿತಿ 
ಪರಿಮಿತಿ ಲಾಗ್ಸ್ ( 1 + x ) 

) - 1 
X + 0 . 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಸಾಧಿಸೋಣ. 

ಸಾಧನೆ : ಲಾಗ್ಸ್ (1 + ) = } ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ , ಆಗ 
1 + 2 = * ; ಮತ್ತು x -> 0 ಆದಾಗ, Y > 0. 


ಲಾಗ್ಸ್ (1 + ೫) - ಪರಿಮಿತಿ 


. ಪರಿಮಿತಿ ಲಾಗ್ಸ್ (1 + s) . . 

- 

Y + 0 


- 


[ $ 1 .53] 
1 . 55 , ಅತಿಕ್ಷೇಪ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( hyperbolic 
functions ). 

ಸೈನ್ ಎಚ್ ೫ , ಕಾಸ್ ಎಚ್ , ಟ್ಯಾನ್ ಎಚ್ , ....... 
ಇತ್ಯಾದಿ ಆರು , ಮತ್ತು ಇವುಗಳ ವಿಲೋಮಗಳಾದ 

ಸೈನ್ ಎಚ್ - r , ಕಾಸ್ ಎಚ್ , ಬ್ಯಾನ್ ಎಚ್ - s, ........ 
ಇತ್ಯಾದಿ ಆರು - ಈ ಹನ್ನೆರಡು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಅತಿಕ್ಷೇಪ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗಳೆಂದು ಹೆಸರು . ಇಲ್ಲಿ ಸೈನ್ ಎಚ್ ಮತ್ತು ಕಾಸ್ ಎಚ* * 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು 

ಸೈನ್ ಎಚ್ $ = } ( ex – e- ), ಕಾಸ್ ಎಚ್ $ = } 
(@* + e ) ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿ, ಇವುಗಳಿಂದ 

ಟ್ಯಾನ್ ಎಚ್ x = (ಸೈನ್ ಎಚ್ x)/( ಕಾಸ್‌ಎಚ್ x ) 
ಇತ್ಯಾದಿ ನಿರೂಪಣೆಗಳನ್ನು ತ್ರಿಕೋನಮಿತಿಯ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಕಲ್ಪಿಸಲಾಗಿದೆ. 
ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು * ಎಂಬ ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಿಂದ ರಚಿತ 
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ವಾಗಿದ್ದರೂ ಇವೂ ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳೆಂದೇ ಪರಿಗಣಿಸಲ್ಪಡತಕ್ಕವು. 
ಅತಿಕ್ಷೇಪ ( hyperbola) ಎಂಬ ಶಂಕು ಭಾಗಿನಿಯ ( conic ) 
ಪರಮಾನ ರೂಪಣೆಗೆ ( parametric representation ) 
ಕಾಸ್‌ಎಚ್ , ಸೈನ್ ಎಚ್ ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಹೊಂದುವುದ 
ರಿಂದ, ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಅತಿಕ್ಷೇಪ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳೆಂಬ ಹೆಸರು 
ಬಂದಿದೆ. 

ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಗಳಿಂದ ನೇರವಾಗಿ 

ಕಾಸ್‌ಎಚ್x - ಸೈನ್ಎಚ್ x = 1 
ಎಂಬ ನಿತ್ಯ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲದೆ ” ನಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ 
ಸೈನ್ಎ ಚ್ $ = 1 + ಈ + ಈ + .... . 

SONG 


ಕಾಸ್‌ಎಚ್ = 1 + . + . + .... 9 , ERADAR 


ಎಂಬಶ್ರೇಣಿಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

ಎಚ್ ೩ , ಕಾಸ್ ಎಚ್ ಮುಂತಾದ ಆರು ಅನುಸ್ಥಾ 
ಪನೆಗಳ ನಕ್ಷೆಗಳನ್ನು 1 - 21 ರಿಂದ 1 - 26 ರವರೆಗಿನ ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 


4 = ಸೈನ್ ಎ 


- - ಏಸ್ಎಟ್ • 
& ಕೃತಿ 1 - 22 


V = ಟಾಸ್ ಸ್x 
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$ = 3x 


bx8 1 + 25 


Kತಿ | + 26 


ಈ ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ X - ಮತ್ತು 9 - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಪರಸ್ಪರ ವಿನಿ 
ಮಯ ಮಾಡಿದರೆ , ಆಯಾ ವಿಲೋಮ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ನಕ್ಷೆಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

1 . 56 ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಗಳ ವಿಚಾರ ( on 
indeterminate forms). 

ಪರಿಚ್ಛೇದ1 - 51 ರಲ್ಲಿ x > 1 ಆದಾಗ (x – 1 ) / ( x - 1 ) 
> m ಎಂದು ತೋರಿಸಲಾಯಿತಷ್ಟೆ . ಇಲ್ಲಿ ಗಮನೀಯವಾದ ಒಂದು 
ವಿಷಯವಿದೆ. ( xm - 1)/( x – 1) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ ಗೆ 1 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸವಿಾಪದಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನು ಹಾಕಿದರೆ, ಆಗ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಬೆಲೆಯು 7 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯ ಸವಿಾಪದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಆದರೆ = 1 ಹಾಕಿದರೆ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ m ಎಂಬ ಬೆಲೆ ದೊರೆಯುವು 
ದಿಲ್ಲ ; ಆ ಬದಲು % ಎಂಬ ರೂಪವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. = 1 ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಬೆಲೆಯು ದತ್ತವಾಗಿಲ್ಲ. ಅದು ದತ್ತವಾಗಿರಲಿ ಆಗದಿರಲಿ , 
ಪರಿಮಿತಿಯು ೧ ಆಗುತ್ತದೆ. nಗೆ ಯಾವ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕೊಟ್ಟರೂ 

= 1 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ರೂಪವು % ಆಗಿಯೇ ಇರುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ” ಎಂಬ ರೂಪವು ಸಂಭವಿಸಿದಾಗ ಪರಿವಿತಿಯ ಬೆಲೆಯು 
ಆಯಾ ಸನ್ನಿವೇಶವನ್ನವಲಂಬಿಸಿರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ % ಎಂಬ ರೂಪವು 
ಅನಿರ್ದೆಶೀಯವಾದುದು. … 1 - 5 ರಲ್ಲಿ ಕೊಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಇತರ 
ಪರಿಮಿತಿಗಳೂ % ಎಂಬ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದುನೇ . 
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00 


P ( ) 


ವಸ್ತುತಃ , ಹ , 0° , - ಉ , 09 , 2°, 16ಎಂಬ ರೂಪಗಳೆಲ್ಲವೂ 
ಅನಿರ್ದೆಶೀಯವಾದುವೇ . ಇವೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಪರಿವರ್ತನೆಯ ಅಥವಾ 
ಲಘುಮಿತಿಯ ಮೂಲಕ ” ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ ಇಳಿಸಬಹುದು. ಈ ವಿಚಾರ 
ವನ್ನು 8 4 : 23 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಲಾಗುವುದು. 
ಆ 1.57. ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳು ( partial fractions). 

- am + Qxt -1 + ... + Q 
R ( * ) = 6 7 + 6 . 0 +1 + ... + 5 
ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಧಾರಣಾನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಇದರ 
ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳಾಗಿರುವ ಬಹುಪದಿಗಳನ್ನು P ( x) ಮತ್ತು Q ( x ) 
ಎಂದು ಕರೆದು , 
- R ( m) = 

20 ಅಂತ 
ಎಂದು ಪ್ರಸ್ವವಾಗಿ ಬರೆಯೋಣ, ಈಗ < m ಎಂದು ಭಾವಿಸಬಹುದು . 
ಈ ಭಾವನೆಯಿಂದ ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆಗೆ ( generality) ಯಾವ ಚ್ಯುತಿಯ 
ಇಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ , nam ಆದ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ PL) ನ್ನು Q( x) ನಿಂದ 
ಭಾಗಿಸಿ, R ( m ) ನ್ನು 
- R (x) = S(m) + 

P ( D) 

. 
ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ ತರಬಹುದು. ಆಗ P ( ) ನ ಘಾತವು Q ( x ) ನ 
ಘಾತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . 

- ಈಗ Q ( ) ನ್ನು ಅಪವರ್ತಿಸಿದರೆ, ಅದರ ಅಪವರ್ತನಗಳಲ್ಲಿ ಈ 
ಕೆಳಗಿನ ನಾಲ್ಕು ವಿಧಗಳಿರಬಹುದು : 

- ( i) ಅನಾವರ್ತ ಸರಳಾಪವರ್ತನಗಳು ( non -repeating 
linear factors ) ಎಂದರೆ, ( x – q ), ( x – ), ಇತ್ಯಾದಿ. 
- ( ii ) ಆವರ್ತ ಸರಳಾಪವರ್ತನಗಳು ( repeating linear 
factors ) ಎಂದರೆ, ( x – B ) , ( – B ) , ಇತ್ಯಾದಿ, 
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( iii ) ಅನಾವರ್ತ ಅನಪವರ್ತಿಯ ವರ್ಗಾಪವರ್ತನಗಳು 
( non -repeating irresoluble quadratsc factors) 
ಎಂದರೆ, + 6x + C ( 6 < 4 ) , 4²+ b + C ) 
( 6 * < 4u ), ಇತ್ಯಾದಿ. 

(iv ) ಆವರ್ತ ಅನಪವರ್ತಿಯ ವರ್ಗಾಪವರ್ತನಗಳು ( re 
peating irresoluble quadratic factors ) ಎಂದರೆ , 
(1c² + 1 + 1 ) ( < 41 ) , ( ³ + m೩ + 1 ) 
( nn < 40 ) , ಇತ್ಯಾದಿ, 

- ಈ ನಾಲ್ಕು ವಿಧಗಳ ಪೈಕಿ ಮೊದಲನೆಯ ವಿಧದ ( K - a) ಎಂಬ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಅಪವರ್ತನಕ್ಕೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 

A 

೫ - a 
ಸಂಗತ (where ) A ಎಂಬುದೊಂದು ಸ್ಟಿರಿ, ಎಂಬ ರೂಪದ ಭಿನ್ನರಾಶಿ 
ಯೊಂದನ್ನು ಬರೆದು ಅದನ್ನು R ( A) ನ ಒಂದು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಯೆಂದು 
ಕರೆಯೋಣ. 

ಎರಡನೆಯ ವಿಧದ ( m - 3)' ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಆವರ್ತ 
ಸರಳಾಪವರ್ತನಕ್ಕೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ 
B B . 

Br . 
X - B ' ( – B) ' ' ' ( - 3) 
ಸಂಗತ B , B , .... B ಸ್ಟಿರಿಗಳು , ಎಂಬ ರೂಪದ " ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನ 
ರಾಶಿಗಳನ್ನು ಬರೆಯೋಣ. 
- ಮೂರನೆಯ ವಿಧದ 4³ + b + c , 6³ < 4Qc , ಎಂಬ ಪ್ರತಿ 
ಯೋಂದು ಅಪವರ್ತನಕ್ಕೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ .. . 

Cx + 

D EGE 

axt + bx + c 
ಸಂಗತ C , D ಸ್ಥಿರಿಗಳು, ಎಂಬ ರೂಪದ ಒಂದು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿ 
ಯನ್ನು ಬರೆಯೋಣ. 
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ನಾಲ್ಕನೆಯ ವಿಧದ (1³+ 12 + n ) , m < 4in ಎಂಬ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಆವರ್ತ ವರ್ಗಾಪವರ್ತನಕ್ಕೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ ಆ 
Ex + E , Ex + F , 

E + F , 
( x + ma: + ' (I² + ಊnx + n ) ?' " ' (I² + an + n )" 
ಸಂಗತ E , E , .... , F , F ,, .... F ಸ್ಟಿರಿಗಳು , ಎಂಬ ರೂಪದ " 
ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ಬರೆಯೋಣ. 

ಈಗ ಈ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಸಂಕಲಿಸೋಣ. ಅವು 
ಗಳ ಛೇದಗಳ ಲ . ಸಾ . ಅ. Ox) ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಆದರಿಂದ ಈ 
ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನ ರಾಶಿಗಳ ಮೊತ್ತವನ್ನು U ( x )/ Qx) ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆಯಬಹುದು . ಈಗ U ( r ) = P ( x) ಆಗುವಂತೆ A , B , C , .... 
ಮುಂತಾದ ಸ್ಥಿರಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ಏಕೆಂದರೆ, 
U ( ) ಮತ್ತು P ( ) ಗಳ ಸದೃಶ ಪದಗಳನ್ನು ( similar terms) 
ಸಮೀರಾಕರಿಸುವುದರಿಂದ ಬರುವ ಸಮಿಾಕರಣಗಳ ಸಂಖೆಯು ನಾವು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿರುವ ಸ್ಥಿರಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಗೆ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಈ 
ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿ , A , B , C , .... ಮುಂತಾದ ಸ್ಥಿರಿಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿದರೆ, ಆಗ ಎಲ್ಲ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳ ಮೊತ್ತವು R ( S ) ಗೆ 
ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲಿಗೆ R ( x ) ನ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿದಂತಾಯಿತು. 

ಈಗ ಈ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟ ಪಡಿಸೋಣ. 
Top ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

. 


_ 2 


- 5 


- 1 . . 
* ( x – 1)( x – 2) ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ 
- 2x - 5 

A B 
( - 1) ( - ) – 1³ x - 2 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 

2 – 5 A ( – 2) + B ( x - 1 ). 
( ೮ - 1 )( x – 2) = ( x – 1 )( - 2) 
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ಇಲ್ಲಿ ಎರಡು ಕಡೆಯ ಛೇದಗಳು ಸಮವಾಗಿವೆ . 
ಅಂಶಗಳೂ ಸಮವಾಗಿರಬೇಕು. ಎಂದರೆ, 

2 - 5 = ( A + B ) x - ( 2A + B ). 
ಈಗ ಎರಡುಕಡೆಯೂ ಸದೃಶ ಪದಗಳನ್ನು ಹೋಲಿಸಿದರೆ, 

A + B = 2, ಮತ್ತು 2A + B = 5 | 
ಎಂಬ ಸಮಕಾಲಿಕ ( simultane . us ) ಸವಿಾಕರಣಗಳು ದೊರೆಯು 
ಇವೆ. ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ವಿಘಟಿಸಿದರೆ ( ಬಿಡಿಸು , solve) , 
A = 3 ಮತ್ತು B = - 1 ಆಗುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 

2 5 3 1 
( X - 1 )( x - 2) n _ 1 - _ 2 - ಉತ್ತರ. 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ : 2x - 5 = A ( T - 2) + B( C - 1 ) .... (1) 
ಎಂಬ ನಿತ್ಯ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ (identity ) ಗೆ ಯಾವುದಾದರೂ 
ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟು A , B ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 

ಗೆ ಸೂಕ್ತವಾದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟರೆ A , B ಗಳು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಸೂಕ್ತವಾದ ಬೆಲೆಗಳೆಂದರೆ ದತ್ತ ಛೇದದ ಅಪವರ್ತನ 
ಗಳು ಶೂನ್ಯವಾಗುವ ಬೆಲೆಗಳೆಂಬುದು ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. ಪ್ರಕೃತದಲ್ಲಿ 
ಅವು x = 1 ಮತ್ತು 2 = 2 , ಸವಿಾಕರಣ (i) ರಲ್ಲಿ x = 1 ಹಾಕಿದರೆ 
A = 3 ದೊರೆಯುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು C = 2 ಹಾಕಿದರೆ B = - 1 ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ, ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ ಛೇದದಿಂದ ( x - 1 ) 
ಎಂಬ ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ ಉಳಿದ ವ್ಯಕ್ತಕದಲ್ಲಿ ( expression ) 
C = 1 ಹಾಕಿದರೆ A ದೊರೆಯುತ್ತದೆ; ಆ ಬದಲು ( x – 2) ಎಂಬ 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ ಉಳಿದ ವ್ಯಕ್ತಕದಲ್ಲಿ x = 2 ಹಾಕಿದರೆ B 
ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಈ ವಿಧಾನವು ಅನಾವರ್ತ, ಸರಳಾಪವರ್ತನಗಳಿಗೆ 
ಮಾತ್ರ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ, 

– 2x + 3 A B C 
2. ( a + 1 )( a - 2)( x + 4 + 1 - 2 * x + 4 
ಆದರೆ , A , B, C ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಮೇಲಿನ ಟಿಪ್ಪಣಿಯಲ್ಲಿಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅನುಸರಿಸೋಣ. 
A ಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ x + 1 ಎಂಬ ಭೇದವು = - 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗೆ 
ಶೂನ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ ಛೇದದ + 1 ಎಂಬ 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ಕೊಂಡು ಉಳಿದ ಕಡೆ = - 1 ಹಾಕಿದರೆ , 
A = - 2/ 3 ಎಂಬ ಬೆಲೆ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದೇ ರೀತಿ B = 1 / 6 , 
ಮತ್ತು C = 3/ 2, ಮೇಲಿನ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಅಂಶಗಳನ್ನು 
ಸವಿಾಕರಿಸುವುದರಿಂದಲೂ A , B , C ಗಳಿಗೆ ಇವೇ ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆ 
ಯುತ್ತವೆ. 

- 1 
A 3 , - ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ, 
ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 

- A B 

- a n + a 
ಎಂದು ಬರೆದರೆ , ಮೇಲಿನಂತೆ A = 1 / 2a , B = - 1 / 2q ಆಗುತ್ತದೆ. 

- 1 1 1 1 1 1 
ಆದ್ದರಿಂದ ² – 0² 2q [ x - 4 3 + 0 ] ) - - 

+ 1 
4. 42 ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ . 

ಇಲ್ಲಿ ಅ೦ಶದ ಘಾತವು ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಮೆಯಾಗಿಲ್ಲವಾ 
ದರಿಂದ, ಮೊದಲು ಅಂಶವನ್ನು ಛೇದದಿಂದ ಭಾಗಿಸಬೇಕು. ಆಗ 


- xx + 2 = x – 2 + 4 + 1 


* ( x + 2) 
ಈಗ ಹಿಂದಿನಂತೆ , 

- 4 + 1 A B 

(x + 2) * * • + 
ಎಂದು ಬಂದರೆ , A = 1/ 2 ಮತ್ತು B = 7/ 2, ಆದ್ದರಿಂದ 
- + 1 

1 
( x + 2) = ೫ - 2 + 2 + 20 + 2) ಉತ್ತರ . 
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5. 


x + 2 + 3 


* * + 2 – 3 ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ, 
* ಇ ಅ೦ಶದ ಘಾತವು ಛೇದದ ಘಾತಕ್ಕಿಂತ ಕಡಿಮೆಯಾಗಿಲ್ಲ 
ವಾದ್ದರಿಂದ, ಮೊದಲು ಭಾಗಿಸಬೇಕು. ಆಗ ಮೇಲಿನಂತೆ 
- ² + 2x + 
3 

6 
- x³ + 2x - 3 ' ( x – 1 ) ( x + 3) 

- 3 3 

= | + 91 - 1) 2( + 3) 
6. - 1 ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ. 
- 1 

A B C 
( x – 1 )' x + 2 ) = ( x – 1): 1 – 1 * + 2 
( B + C ) x' + A - 2C + B ) x + ( 2A - 2B + C ). 

( X - 1 ) ( x + 2 ) 
... ( B + G) ² + A - 2C + B ) x + (2A - 2B + C ) = 1 . 
.: B + C = 0 : A - 2C + B + 0 ; 2A - 2B + C = 1 . 

A = } ; B = - ; = , 
1 

1 1 1 
* ( ೮ - 1 ) (a + 2 = 3( x - 1 ) 9x - 1) * 9x + 2) 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಇಲಿ C ಯ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಈ ಮೇಲೆ1 ನೆಯ ಲೆಕ್ಕದ 
ಟಿಪ್ಪಣಿಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸೂತ್ರದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು 
ಆದರೆ A , B ಗಳು ಆ ಸೂತ್ರದಿಂದ ದೊರೆಯುವುದಿಲ್ಲ ; ಏಕೆಂದರೆ , 
ಆ ಸೂತ್ರವು ಅನಾವರ್ತ ಸರಳಾಪವರ್ತನಗಳಿಗೆ ಮಾತ್ರ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. 

* ತಿ - 1 
n( x² + 1 + 1) ನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ, 

cತಿ - 1 A Bx + C 
* x ( x + + 1 ) * * * * + X + 1 
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ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳಬೇಕು. ಏಕೆಂದರೆ , + 1 + 1 ಎಂಬುದು 
ಛೇದದ ಅನಪವರ್ತಿಯ ವರ್ಗಾಪವರ್ತನ, ಉಳಿದ ಕ್ರಮ ಹಿಂದಿನ 
ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, 

* – 1 – 1 2x + 1 . 
x ( x² + + 1 ) - " ² + + 1 

ಉತ್ತರ. 
2x + 64 - wತಿ + 7x - ೫ + 2 

( x² + 1 ) 
ಇದನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತ ಪಡಿಸಿ. 
ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 

A Bx + C Dx + E Fx + G 

- * * * + 1 * ( + 1 ) * ( x² + 1 ) 
ಎಂದು ಭಾವಿಸಬೇಕು. ಉಳಿದ ಕ್ರಮ ಈ ಮೇಲೆ 6 ನೆಯ ಲೆಕ್ಕದಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ , 

- ( + 1 + ( + 1) ಉತ್ತರ. 


- 2 


1 


ಅಭ್ಯಾಸ 1 ವಿಫಲವಂತಿಲನ 
- 1 . f ( c ) = x – V ( 1 - x) ಮತ್ತು ¢( x) = ಕಾಸ್ 
ಆದರೆ, f [ 4( c)] = ಸೈನ್ 2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ .. 
- 2 , f ( x) = 1 /(1 - ) ಆದರೆ , fff ( ) = ೫ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ , 
3. f( x ) = (1 + ೧) ಆದರೆ , 

TV2) + ji - 2) 

f(42) – f - 2) 
ಇದರ ಬೆಲೆಯೆಷ್ಟು ? 

4 , ೪ = x + / + 1 ... ಆದರೆ, ೪ - ೪ - = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
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5 . Y = x * ಆದರೆ , ಲಾಗ್g = | ಲಾಗ್ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 

- ೩ ೪ X Y . 


- 


6 , 


4 = 1 


1 + 1 + 


1 + 


ಮತ್ತು 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 
ಆದರೆ, 4 – 1 = - ೪ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
7 . f( x ) = 1 + 3 , 2 , 3 , 4 | 

| 1 , 2 + 2 , 3 , 4 | 

1 , 2 , 3 + , 

| 1 , 2 , 3 , 4 + | 
ಆದರೆ, F - 10) = f( 0 ) = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

8, ax + 2hxY + by = 0 ಆದರೆ, 9 ನ್ನು ೩ ನಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

9 . x = 30t/( 1 + tಲಿ) ಮತ್ತು ೪ = 3at / 1 + t ) ಆದರೆ . 
* + y = ತಿಂCY ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

10. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಧಾರಣಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನ ರಾಶಿ 
ಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿ : 
- 2x + 3 

- 5x – 2 + 4 
- 5x + 6 : 

” ( - 2) + 1 ( x + 3) ) 
x² + 1 

- 3x + 1 
( + 1 )'( x - 1 ) 

- 1 
( v ) 3 + 1 ( v1 ) x( x² + 1 ) ' 


( iii ) 


( x + 1 ) 


1 


. 
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11 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪರಿಮಿತಿಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 
- (i) ಪರಿಮಿತಿ” , (ii ) ಪರಿಮಿ ಟ್ಯಾನ್ 

- X + 1 wಕೆ - 1 


(iii ) ಪರಿಮಿ ಕಾಸ್ 

20 ೩ ; 


( iv ) ಪರಿಮಿಸೈನ್ 3a 


(v) ಪರಿಮಿತಿ ಬ್ಯಾನ್ 2 : (vi) ಪರಿಮಿತಿ*ಕೋಸೆಕ್ # ೫; 


X0 


2 


- 
( vii ) ಪರಿಮಿತಿ ( 1 - ಕಾಟ್x) ; ( viii ) ಪರಿಮಿತಿ 
> 0 

> 0 


- 1 , 


(ix ) ಪರಿಮಿ - 1 

X + 0 ಟ್ಯಾನ್ ; ( x) ಪರಿಮಿತಿ ಸೈನ್ಎಚ್ 
( xi) ಪರಿಮಿತಿ ಬ್ಯಾನ್ಎಚ್ x 


( xi) ಪರಿಮಿತಿಲಾಗ್ 1+ ). 


h » 0 | 
12. Osa < / 2 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಸೈನ್ ಮತ್ತು 
ಕಾಸ'ಖ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಒಂದೇ ನಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಿರಿ, ಅವುಗಳ ಸಂಧಿ 
ಬಿಂದುವಾವುದು ? 

13. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ನಕ್ಷೆಗಳಲ್ಲಿ ರೂಪಿಸಿ , 
ಅವುಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯನ್ನು ವಿಚಾರಿಸಿ : 
(i) - 1sXs1 ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

- 1sX < 0 ಆದಾಗf ( x) = - X , 
0 < x < + : f( x) = 2x , 
} < sly , fc) = 1 . 
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( 11 ) 05Xs2 ಅವಧಿಯಲಿ 

0 < < 1 ಆದಾಗ f( x) = ³, 

K = 1 , f( x ) = 3 , 

1 < =2 , f ( ) = x – 1 . 
( iii ) f( x) = [ ], = 0 

[X ] ಎಂದರೆ x ನಲ್ಲಿರುವ ಅತ್ಯಧಿಕ ಪೂರ್ಣಾ೦ಕ) 
14 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಿತ್ಯ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ತೋರಿಸಿ : - 
ಸೈನ್‌ಎಚ್ -1x = ಲಾಗ್ [ x + ( x² + 1 )) ; 
ಕಾಸ್‌ಎಚ್ - x = ಲಾಗ್ [ x + 4 ( x² - 1)] ; if | 
ಟ್ಯಾನ್‌ಎಚ್ -1 = } ಲಾಗ್ * * | x | < | ; 
ಕಾಟ್ ಎಚ್ - 1x = } ಲಾಗ್ | x | > | ; 

ಸೆಕ್ ಎಚ್ - 1x = ಲಾಗ್ + (1 – x ) , 
ಕೋಸೆಕ್ ಎಚ್ -1 = ಲಾಗ್ + (1 + ) 0. 

ಮತ್ತು ಲಾಗ್ – 1 + ) 
[ y = ಸೈನ್ಎ ಚ್ - ಆದರೆ , ೫ = ಸೈನ್‌ಎಚ್‌y = }(e – - 1). 

. .: 2c = – e- '; ಎಂದರೆ , 2 – 2xer – 1 = 0. 
ಈ ವರ್ಗ ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ e = ( x² + 1 ). ಆದ್ದರಿಂದ 
4 = ಲಾಗ್ಸ್ [ + ( x² + 1 )ು , ಇದು ನಿಜಾಂಕವಾಗಬೇಕಾದರೆ 
( real number ), ಕರಣಿಗೆ ( V ) ಧನಚಿಹ್ನೆಯನ್ನೇ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ 
ಬೇಕು. ಉಳಿದುವೂ ಹೀಗೆಯೇ .] 


X + 
14 


> 


1 : 


ಅಧ್ಯಾಯ II 
ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನ 


Bocos 


(differential coefficient ) 


. 


DOG 


2.1. ನಿರೂಪಣೆ ಮತ್ತು ಸಂಕೇತ ( definition and 
notation ). 

.! = [( ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ಏಕಮೂಲ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ, ೩ 
ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 


- ಪರಿಮಿತಿ ( x + h) - f( ) 


* 1917 Sh022 ಥTS . 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿ ಇರುವುದಾದರೆ , ಈ ಪರಿಮಿತಿಗೆ » ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f ( x ) 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ , X ಗೌರವದ , ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನ ( difer 
ential coefficient of f( x ) at the point x , with 
respect to ] ಎಂದು ಹೆಸರು. 

ಇಲ್ಲಿ h ಎಂಬುದು ವಿಸ್ವಭಾವಿ ; X ಎಂಬುದು ದತ್ತ ಸ್ಟಿರಿ. h ಗೆ 
ಖನ ವರ್ಧನ ( increment) ಎಂದು ಹೆಸರು . ಈ ವರ್ಧನವು ಧನ 
ಅಥವಾ ಋಣವಾಗಿರಬಹುದು ; ಅದು ಋಣವಾಗಿದ್ದಾಗಲೂ ಅದನ್ನು 
ವರ್ಧನವೆಂದೇ ಕರೆಯಲಾಗುವುದು . xನ ಬೆಲೆ ನಿಂದ ಖ + hಗೆ 
ವರ್ಧಿಸಿದಾಗ ನ ಬೆಲೆ f( x ) ನಿಂದ f( x + h) ಗೆ ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದ 
ರಿಂದ 9ನ ವರ್ಧನವು f( x + h ) - f( x ) ಆಗುತ್ತದೆ. ೪ನ ಈ ವರ್ಧನ 
ವನ್ನು k ಎಂಬ ಅಕ್ಷರದಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸಬಹುದು. h ಮತ್ತು k ಎಂಬ 
ವರ್ಧನಗಳಿಗೆ d , dಲ್ಲ ಎಂಬ ಸಂಕೇತಗಳೂ ಇವೆ. ಎಂದರೆ , h = ೨೫ , 
K = ೨೪ = f( x + h ) - f( x ) ಅಲ್ಲದೆ, 

ಕಾಲಿರಿಸಿ 
- dy f( + h ) - f( x ) 

ಇಂಗಾಲ 
- dr - 1 , ( 

h 0) 
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ಎಂಬ ಧಾರಣರಾಶಿಗೆ ವರ್ಧಕ ಧಾರಣರಾಶಿ (incrementary 
ratio ) ಎಂದು ಹೆಸರು . ಈಗ ಮೇಲಿನ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 


ಪರಿಮಿ೩ dy 


ತಿ೦ 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದಷ್ಟೆ . ಈ ಪರಿಮಿತಿಗೆ, ಎಂದರೆ ಅಂತರಾಂಶ 
ಸಹವರ್ತನಕ್ಕೆ , dydx ಎಂಬುದು ಸಂಕೇತ. ಇದು ಕೇವಲ ಒಂದು 
ಸಂಕೇತವೇ ಹೊರತು ಧಾರಣರಾಶಿಯಲ್ಲ ( 82 - 5 ನೋಡಿ). ಅಂತರಾಂಶ 
ಸಹವರ್ತನಕ್ಕೆ f '( x), ' , Df( x ) ಮುಂತಾದ ಸಂಕೇತಗಳೂ ಇವೆ . 
ಅಂತರಾಶ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನಕ್ಕೆ ಅಂತರಣ 
( ನಿಷ್ಪತ್ತಿ , differentiation , derivation ) ಎಂದು ಹೆಸರು . 


2 .11 . ರೇಖಾರ್ಥ ವಿವರಣೆ ( geometrical inter 
pretation ) . 
- ಈಗ ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನದ ರೇಖಾರ್ಥವನ್ನು ವಿವರಿಸೋಣ. 
೪ = f ( x) ಎಂಬ ಒಂದು ದಾರೇಖೆಯಮೇಲೆ P ( , 9) ಎಂಬು 
ದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 2 - 1 , 2 - 2). 
PM ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 

- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲ೦ಬ ವಾಗಿ 
ಎಳೆ ಯ ಲ್ಪ ಡ ಲಿ . ಆಗ 
OM = x , Joey MP 
= } = f ( ) . ಈಗ 
OMŘMN = h NOS 5 
ವರ್ಧನವನ್ನು ಸೇರಿಸಿದರೆ , 
ON = x + h ಆಗುತ್ತದೆ, ಈ ವರ್ಧನವನ್ನು ಅಕೃತಿ 2 - 1 ರಲ್ಲಿ 
ಋಣವನ್ನಾಗಿಯೂ ( negative , ಮತ್ತು ಆಕೃತಿ ? – 2 ರಲ್ಲಿ ಧನ 
ವನ್ನಾಗಿಯೂ ( Positive) ತೋರಿಸಿದೆ . N ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸರಳರೇಖೆಯು ದy flu ) ರೇಖೆ 
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ಯನ್ನು 2 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ ; ಮತ್ತು P ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಖ 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸರಳರೇಖೆಯು NQ ಎಂಬ 


TL 


M 


N 


o C 


20 
ರಂದು 


ಸರಳರೇಖೆಯನ್ನು R ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ, ಆಗ MNRP ಎಂಬ 
ಆಗುದಲ್ಲಿ (ದೀರ್ಘ ಚತುರಸ್ಯ , rectangle), PR = MN = h» 
Jobs NR = MP = y = f ( x ) . Q o dwa ) y = f ( x ) 
ರೇಖೆಯಮೇಲಿರುವುದರಿಂದಲೂ , ON = x + h ಆದ್ದರಿಂದಲೂ , 
NQ = f( + h) ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ RQ = NQ - NR = 
f( x + h) - f( x). ಈಗ PRQ ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ 
- Fc+ A) - (೧) _ RQ 

h = PR = ಟ್ಯಾನ್ ZRPQ. 


QP ಛೇದಕದ ( secant) ದಿಶೆಯು ( direction ) h = 0 ಆದಾಗ 
ಆಕೃತಿ 2 - 1 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆಯ , h > 0 ಆದಾಗ ಆಕೃತಿ 
2 - 2 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಈ ದಿಶೆಯು ೩ – 
ಅಕ್ಷದ ಧನದಿಶೆಗೆ 8ಕೋನದಲ್ಲಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ ಆಕ್ಷತಿ 
2 – 1 ರಲ್ಲಿ 8 = ZRPQ ಮತ್ತು ಆಕೃತಿ 2 - 2 ರಲ್ಲಿ 


48 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


8 = ZRPQ + 180° . ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಎರಡು ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲೂ ಟ್ಯಾನ್ 
= ಟ್ಯಾನ್ RPQ, ಆದರೆ ಟ್ಯಾನ್ 6 = QP ಛೇದಕದ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತ 
(slope ). 
- f(x + h) - f(*) - QP ಛೇದಕದ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತ. 
ಈಗ h > 0 ಆದರೆ, N ಬಿಂದುವು M ಬಿಂದುವಿಗೂ , ಮತ್ತು 2 
ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವಿಗೂ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತವೆ ; ಅಲ್ಲದೆ QP ಛೇದಕವು 


ದತ್ತರೇಖೆಗೆ P ಎಂಬಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ TP ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಪರಿ 
ಮಿತಿಸುತ್ತದೆ. ವಸ್ತುಶಃ QP ಛೇದಕದ ಈ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನೇ ನಾವು 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯುವುದು . ( … 7 . 1 ) . TP ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ದಿಶಿಯು Q ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವನ್ನು ಯಾವಕಡೆಯಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸು 
ತದೆ ಎಂಬುದನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ , h < 0 ಆದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯು ಆಕ್ಷತಿ 2 – 1ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆಯೂ , h > 0 

ತೋರಿಸಿರುವಂತೆಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯ ದಿಶೆಯು ಖ - ಅಕ್ಷದ ಧನದಿಶಿಗೆ ಎಂಬ ಕೋನದಲ್ಲಿದೆಯೆಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ h » 0 - ಆದಂತೆ, 8 > : 
- ಪರಿಮಿತಿ fu + h ) - /(x ) - ಬ್ಯಾನ್ | 
h » 0 h . 

= TP ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ ಸಾತ . 
ಹೀಗೆ, fc) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ೫ – 
ಗೌರವದ ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವು, ೪ = fc) ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಆ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಕ್ಕೆ ಸಮ . ! 
* * ಟಿಪ್ಪಣಿ : 4 ಎಂಬ ಕೋನವು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕೋನ 
. 
ಆದರೆ ; ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಯಾವ ದಿಶಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ 
ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ ; ಏಕೆಂದರೆ ಬ್ಯಾನ್ 
= ಟ್ಯಾನ್ ( + 180 ) , 
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1 2 .12. ಅಂತರಣೀಯತೆ ಮತ್ತು ಅನಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ( difer 
entiability and continuity) . 

x ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಾಪ್ತವಾದ ( finite) f "( x) ಇರುವು 
ದಾದರೆ, ಆಗ f( x) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾ 
ಗಿರಲೇ ಬೇಕು. ಏಕೆಂದರೆ, h > 0 ಆದಾಗ f( x + h ) - f( x) > 0 
ಆಗಬೇಕು ; ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ h > 0 ಆದಾಗ [ f( x + h ) - f x)] h ಗೆ 
ಪರಾಪ್ತವಾದ ಪರಿಮಿತಿ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. ವಿಪರಯವಾಗಿ ( ವಿರುದ್ದವಾಗಿ, 
Conversely ) , fx) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f ( x) ಇರುತ್ತದೆಯೆಂಬ ಭರವಸೆಯೇನೂ 
ಇಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಆಕೃತಿ 1 - 2 ರಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾ 
ಪನೆಯು X = } ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿರುವುದಾದರೂ , ಅಲ್ಲಿ $ 1( ) 
ಇಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ , h > 0 ಆದರೆ , 


ಪರಿಮಿತಿ ( + + h ) - fa) 
h > 0 h = ಪರಿಮಿ - - 

h - 0 # 
ಮತ್ತು ಪರಿಮಿ ( ೬ - h - f( ) _ . 

2 = ಪರಿಮಿತಿ + - h – & . 

h - 
sh 

- = 1. 


ಹೀಗೆ, ೫ = } ಎಂಬಲ್ಲಿ ಬಲಗಡೆಯ ಅಂತರಾ೦ಶ ಸಹವರ್ತನವು ಸೊನ್ನೆ 
ಮತ್ತು ಎಡಗಡೆಯ ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವು 1 , ಇವೆರಡೂ ಸಮ 
ವಾಗಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ fam) ಗೆ = ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನ 
ವಿಲ್ಲ. ಅಲ್ಲಿ fl ) ಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಿಲ್ಲ. 

2. 13 , ಜನ್ಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( derived func 
tions ). 

ಒ೦ದು ದತ್ತ - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ 
f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ f1( m) ಎಂಬ ಒಂದು ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನ 
ವಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ ಆ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ xನ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ , 
f1( x) ನ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಅನುಸ್ಥಾಪನಾ ಸಂಬಂಧವಿದ್ದಂತಾಯಿತಷ್ಟೆ . 
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ಹೀಗೆ x - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f( ) ನಿಂದ ಜನ್ಯವಾದ f"(x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ 
f( x ) ನ ಜನ್ಯ ಅಥವಾ ನಿಷ್ಪನ್ನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ಎಂದು ಹೆಸರು. 
f1( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಅದರ ಜನಕವಾದ f( x ) ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯು ಮೂಲ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. . 

- 2. 2, ಅಂತರಣ ವಿಧಾನ (the process of 
differentiation ) . 

- ದy f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ ಹೆಚ್ಚು ಕ್ಲಿಷ್ಟತೆ ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಅದರ 
ಜನ್ಯವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ … 2. 21 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, ಪ್ರಭವದಿಂದ 
( ab initio ) ಎಂದರೆ ನೇರವಾಗಿ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ( definition ) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು , ವಸ್ತುಶಃ 1 . 5 ರಲ್ಲಿ ಉಕ್ತವಾಗಿರುವ ಘಟಕ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅಂತರಣವು ಪ್ರಭವದಿಂದಲೇ ಆಗಬೇಕು, ಮಿಶ್ರ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಪ್ರಭವಾಂತರಣವು 
ಅಷ್ಟಾಗಿ ಅನುಕೂಲವಲ್ಲ . ಅವುಗಳ ಅಂತರಣಕ್ಕೆ ಸೂಕ್ತವಾದ ವಿಧಾನ 
ಗಳಿವೆ . ವಿಶ್ರಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ರಚನೆಯು ಕೆಲವು ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 
ಗಳ ಸಂಕಲನಾದಿ ರೂಢ ( ನಿರ್ಣಯ , standard ) ಸಂಯೋಜಕ 
ವಿಧಾನಗಳಿಂದ ಆಗಿರುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಆದ್ದರಿಂದ ಮಿಶ್ರ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ 
ಅಂತರಣ ವಿಧಾನಗಳು ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಮತ್ತು ರೂಢಸಂಯೋ 
ಜಕ ವಿಧಾನಗಳ ಅಂತರಣವನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಕಾರಣದಿಂದ 
ನಾವು ಮೊದಲು ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಜನ್ಯಗಳನ್ನೂ ಮತ್ತು ಸಂಕಲ 
ನಾದಿ ರೂಢಸಂಯೋಜಕ ವಿಧಾನಗಳ ಅಂತರಣ ಸೂತ್ರಗಳನ್ನೂ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿದುಕೊಳ್ಳಬೇಕು. ಆಗ ಮಿಶ್ರ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅಂತರಣ ವಿಧಾನ 
ಗಳು ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುತ್ತವೆ. 

- 2. 21 . ಪ್ರಭವಾಂತರಣ ( diferentiation from 
first principles). 

- ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ನೇರವಾಗಿ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನಕ್ಕೆ ಪ್ರಭವಾಂತರಣವೆಂದು ಹೆಸರು. ಈ ವಿಧಾನವು 
ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುತ್ತದೆ. 
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= 12 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು ; 
- 1 . fix ) = 3x³ – 4 ಆದರೆ , ೫ = 2 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಅದರ ಅ೦ತ 
ರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

_f2 + h) = 32 + h ) – 4 , 

- f2) = 3 . 2² – 4 , 
: f/ 2 + h ) - f(2) = 3²+ 12h . 
, f( 2 + h ) - f2) 
h 

= 3h + 12,h0. 
... ಪರಿಮಿತಿ ( 2 + h ) - f2) 

ಉತ್ತರ, 
h + 0 
[( ii ), ಉದಾ 3 , 8 2.31 ನೋಡಿ] 

2, f( ) = wತಿ – 2x² + 6 + 3 ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ 
ಜನ್ಯವನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿದು , ತನ್ಮೂಲಕ f '( 1 ) ನ ಬೆಲೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

_ f ( x + h) = ( + h ) - 2 + h }' + 6 ( x + h ) + 3 . 
* f( + h) - f( x) = 3xh + Sch² + 3 - 4sh - 2h² + 6h . 
, f( x + h) - f(x ) . . 

= 3x² + 3xh + h – 4 – 2h + 6 , h = 9 . 
* f ( x) = ಪರಿಮಿತಿ / ( + h) - f( x ) 

= 3 - 4 + 6 . 
- h - 0 
', f '( 1) = 5, 

[(iii ), ಉದಾ 3 , $ 2. 31 ನೋಡಿ.] 
3. x = 3 ಎಂಬಲ್ಲಿ y = ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವೆಷ್ಟು ? 

ಮೇಲಿನ ವಿಧಾನದಿಂದ f ( *) = 2n . 
. ವಾಂಛಿತ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತ = f (3) = 6. 
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2 . 211. ರೂಢ ಜನ್ಯಗಳು ( Standard deriva . 
tives ). 

ಅಂತರಣದ ಸೌಲಭ್ಯಕ್ಕಾಗಿ ರೂಢ ( ಅಥವಾ ನಿರ್ಣಯ ) ಜನ್ಯಗಳ 
ಪಟ್ಟಿ ಯನ್ನು ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ, ಈ ಜನ್ಯಗಳು ಪದೇಪದೇ ಬೇಕಾಗು 
ವುದರಿಂದ ಇವು ಕಂಠಸ್ಥವಾಗತಕ್ಕವು. ಇವುಗಳ ಸಾಧನೆ ಪ್ರಭವದಿಂದ. 
ಸಾಧನೆಗಳನ್ನು … 2 – 3 ರಲ್ಲಿ ಆಯಾ ಸ್ಥಳಗಳಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. . .. 

1 . Dc = 0 , ( c ಸ್ಥಿರಿ). 
2. Dx = 7ರ-1, ( ೧ ಸ್ಥಿರಿ). 
3. D ಸೈನ್x = ಕಾಸ್x. 
4 . D ಕಾಸ್x = - ಸೈನ್x. 
5. D ಟ್ಯಾನ್x = ಸೆಕ * . 
6 . D ಕಾಟ* x = - ಕೋಸೆಕx. 
7 . D ಸೆಕ್x = ಸೆಕ್x ಬ್ಯಾನ್x. 
8 . D ಕೋಸೆಕ್x = - ಕೋಸೆಕ್ ಕಾಮ್ x , 

9 . D ಸೈನ್ - = 1 / 4 ( 1 - 2) : 
- 10. D ಕಾಸ್ - x = - 1 / / (1 - ²) . 
11. D ಟ್ಯಾನ್ - x = 1/ 1 + x²) 
12. D ಕಾಟ - x = - 1 / ( 1 + *) . 
13 . D ಸೆಕ್ - x = 1 /[೩y ( x² - 1 )ು . 
14 . D ಕೋಸೆಕ - 1x = - 1 /[ x / ( x² - 1 ) . 
15 . D e = e . 
16 . D ಲಾಗ್ಸ್೩ = 1 / . 
17 . 1D ಸೈನ್ಎಚ್ = ಕಾಸ್ ಎಚ್ . 
18 . D ಕಾಸ್ಎಚ್ = ಸೈನ್ಎಚ್x. 
19 . D ಟ್ಯಾನ್ಎಚ್ x = ಸೆಕ್ ಎಚ್ . 
20 . D ಕಾಟ್ ಎಚ್x = - ಕೂಸೆಕ್ ಎಚ್x. 
21 . D ಸೆಕ್‌ ಎಚ್x = - ಸೆಕ್‌ ಎಚ್‌x ಟ್ಯಾನ್ಎಚ್ . 
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22, D ಕೋಸೆಕ್ ಎಚ್ = - ಕೋಸಕ್ ಎಚ್ ಕಾಟ್ ಎಜಿ . 
23, D ಸೈನ್‌ಎಚ್ - 1x = 1/ 4 ( 1 + x²). 
24 . D ಕಾಸ್‌ಎಚ್ - x = 1 / - 1 ) . 
25 . D ಟ್ಯಾನ್‌ಎಚ್ - 1x = 1 / 1 - x , x < . 
26 . D ಕಾಟ್ ಎಚ್ -1x = - 1 / ( x² - 1 ), | x | > | . 
27 . D ಸೆಕ ಎಚ್ -1x = - 1 /[ x v ( 1 – )] . 
28 , ID ಕೋಸಕ ಎಚ್ - 1x = - 1 /[ x v ( 1 + ²) . 

- ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಈ ಪಟ್ಟಿಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗಳಲ್ಲಿ ( 3 ರಿಂದ 14ರ ವರೆಗೆ) ಕೋನಗಳು ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿ ಮಾನ 
ದಲ್ಲಿವೆ ( radian measure ) ಎಂಬ ಅಂಶವನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕು. 

_ 2.22. ಸಂಕಲನಾದಿ ವಿಧಾನಗಳು ಮತ್ತು ಅಂತರಣ 
ಸೂತ್ರಗಳು ( arithmetical processes and rules 
of differentiation ). 

- ಈ ಕೆಳಗೆ 4 , ೪ ಎಂಬ ಅಕ್ಷರಗಳು 4 ( ), ( ) ಎಂಬ ಎರಡು 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿಸುತ್ತವೆ. U , V ಎಂಬ ವರ್ಧನಗಳು 
೨x ಎಂಬ ವರ್ಧನಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾದುವು ( corresponding 
increments), dx - > 0 ಆದಾಗ ತಿ 4 -> ೧ ಮತ್ತು ೨೪ -> 0 , 

( 1 ) D ( a + v ) = Du + Dv , 

ಸಾಧನೆ : 4 = + 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ: ಆಗ, 

Y + ತಿ = 1 + du + V + ತಿ . 

dy = ೧ u + V . 
ತಿ ! 84 ಲ 


8 x 


+ 


9 


0: 


ತಿ→0 ಆದಾಗ ಎರಡು ಕಡೆಯ ಪರಿಮಿತಿಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ( 1 ) , 
8 1 .41 ರಿಂದಲೂ , ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನದ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದಲೂ 
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dy du , do 

dxdxdx 
ಎಂದರೆ, Du + ) = Du + D . 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಈ ಸೂತ್ರದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯಿಂದ 
Diu + v + w ) = Du + Dv + Dw ; 
( 2) D ( - v ) = - Dy, 
ಸಾಧನೆ :{ } = - ೪ ಆದರೆ , ಮೇಲಿನಂತೆ 

- 5! _ _ 8Y 

# 8c = - So , bx 0. 
ಈಗ 8x -> 0 ಆದರೆ , ( 2 ), 81. 41 ರಿ೦ದ 

dy do 

dx dx 
ಎಂದರೆ , D - V) = - Du. 
ಟಿಪ್ಪಣಿ : D (U - V) = Du + D - 0) = Du - Dಲ. 
( 3) D ( uv ) = uDy + vDu. 
ಸಾಧನೆ : 

} = 10 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ 

Y + 8 = ( u + bu)( V + 81 ) . 

= U + ubu + V8z + bubn 
', by = U & V + 8 + bu8V - 
- by 8 8 84 

• = 1 + V + , ಶಿಖ # 0 . 
ಈಗ 8x = 0 ಆದರೆ , ( 3 ), 81. 41 ರಿಂದ 

dy do du 
so di u Tx to dx 
ಎಂದರೆ, D ( u ) = uDu + oDu, 
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ಟಿಪ್ಪಣಿ: (i) ಈ ಸೂತ್ರದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯಿಂದ 
D ( UU ) = 0Du + @ ZzDಲ + uDu ; 

.: D (uv ) Du Do 
( 11 ) 1 * * v ? 
D (uvw ) Du Dv Dw 
- UV 4 * * ಲ , ಇತ್ಯಾದಿ. 

nu Du - uDv 
(4) DH_ Vು 

• V * 0 . 


ಸಾಧನೆ : } = 


ಆದರೆ , ! + 6Y = 


u + du 

. 


u + u U V6U - U & V 
69 = + 80 1 - 7 (1 + 6 ) " 

& U & 
BY "Sx - 15 
* 8x - u( a + b ) > 80 ²0. 
ಈಗ 8x > 0 ಆದರೆ , ( 4), $ 1.41 ರಿಂದ 

A du do 
dy dx - u tx 


ಎಂದರೆ, 


4 uDu – uDu 
D * - 


( 5 ) 


dy dy dw 
dx du · dx · 


ಸಾಧನೆ : Y = ( ೩) ಮತ್ತು U = ( x) ಆದರೆ , Y = f[ ¢( )] 
ಆಗುತ್ತದೆ. 
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- ಮೊದಲು du/dx 40 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 8x 
ಸಾಕಾದಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ದಾಗಿದ್ದರೆ, 8u # 0. ಆದ್ದರಿಂದ 

by _ 89 84 

8 6u 8x 
ಎಂಬ ನಿತ್ಯ ಸವಿಾಕರಣವು ಸಿದ್ದವಾಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 8೩ > 0 ಆದರೆ , 

dy dy du 

da du ' dx 
ಎಂಬ ವಾಂಛಿತ ಸೂತ್ರವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

ಮತ್ತೆ du / dx = 0 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 64 = 0 
ಆಗುವ ಸಂಭವವಿರುವುದರಿಂದ ಮೇಲಿನ ನಿತ್ಯ ಸವಿಾಕರಣ (1) ಸಿದ್ದ 
ನಾಗುವುದಿಲ್ಲ . ಈಗ 6u / 6x > 0 

& U = ೯೬೩ , →0 
ಎಂದು ಬರೆಯ ಬಹುದು. ಶಿU = 0 ಆದಾಗ = 0 ° : 8೩ # 0). ಅಲ್ಲದೆ 
dy du = f ( u ) ಆದ್ದರಿಂದ y / bu = f '( u ) + 1 ,1 0 , ಎಂದು 
ಬರೆಯ ಬಹುದು. 8t = 0 ಆದಾಗ 8Y = fu + bu ) - fu) = 0 
ಆಗುವುದರಿಂದ & = [ f ( u ) + n ] : 8u ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು . 
. . 8Y = [ f '( u ) + m ] : E & C . . . 8 / 8 = [ f ( u ) + 1 ] , 
8X = 0 . 8x >> 0 ಆದಾಗ ³0 ಮತ್ತು 10. dy| d = 0 . 
ಮತ್ತೆ dy/aw # ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ ಸೂತ್ರ ( 5) 
ಈಗಲೂ ಸರಿಹೊಂದುತ್ತದೆ. 

ಸಾಧನೆ 2 : Y = fu), ಸಂಗತ 4 = 6( m) ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಂಡರೆ , ಮೇಲಿನಂತೆ 

BY = [ f ( d ) + 7] 81 , 1 0 , 
ಮತ್ತು & U = [ ¢ '( ) + 1 ' ] 6 , 7 – 0 . 
. . by = [ ['( u ) + n][ ¢'( ) + n ]- 
:: = [ f ( ೩) + n][ ¢ (x) + n'], 8a = 0. 
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ಆd . 


* ಪರಿಮಿತಿ = f'(4) ¢'(x), 


J 


6 - 0 


dy dy du 


ಎಂದರೆ , ' 


. = du " da " 


ಟಿಪ್ಪಣಿ: (i), ಈ ಸೂತ್ರದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯಿಂದ 

dy dy du , dur dua 

dx du du duz dx 
(ii), ಸೂತ್ರ (5 ) ರಲ್ಲಿ ೪ = ೮ ಹಾಕಿದರೆ 

du dx 


- 


das - d = 1 . 


ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಎರಡು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಮೊತ್ತ , 
ವ್ಯತ್ಯಾಸ, ಗುಣಲಬ್ದ ಅಥವಾ ಭಾಗಲಬ್ದ ವಾಗಿದ್ದಾಗ, ಅದರ ಜನ್ಯವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಈ ಮೇಲೆಕೊಟ್ಟಿರುವ ಮೊದಲನೆಯ ನಾಲ್ಕು 
ಸೂತ್ರಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಪ್ರಯೋಗವಾಗುತ್ತವೆ. ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಇನ್ನೊಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾಗಿದ್ದಾಗ 
(function of a function ) ಅದರ ಅಂತರಣಕ್ಕೆ ಸೂತ್ರ ( 5) 
ಪ್ರಯೋಗವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದರೆ, ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ೪ = f [ d ( x )] 
ಆದರೆ, ಅದನ್ನು ಮೀಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ ಅಂತರಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಮೊದಲು ಅದನ್ನು 
Y = f ( u), = d ( x ) ಎಂದು ವಿಂಗಡಿಸಿಕೊಳ್ಳಬೇಕು. ಆಮೇಲೆ 
೪ = fu) ಮತ್ತು 4 = ( x) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಅಂತರಿಸಿ 
dudu ಮತ್ತು du / dx ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು. ಕೊನೆಗೆ 
dy du ಮತ್ತು du / da ಗಳನ್ನು ಗುಣಿಸಿದರೆ dy | da ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
೪ = f [ + { }( s) } ] ಆದಾಗಲೂ ಹೀಗೆಯೇ ; ಅದನ್ನು ೪ = f ( u ) , 
4 = 4 ( ), V = ( x) ಎಂದು ಮೂರು ಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಂಗಡಿಸಿಕೊಂಡು, 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಭಾಗವನ್ನೂ ಅಂತರಿಸಿ dy ) du , du / dಲ , duds ಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿದು, ಕೊನೆಗೆ ಈ ಮೂರನ್ನೂ ಗುಣಿಸಿದರೆ dy | da 
ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
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ಘಟಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಜನ್ಯ ಗಳನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿದು , 
ಮಿಶ್ರ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಮೇಲಿನ ಐದು ಸೂತ್ರಗಳ ಸಹಾಯದಿಂದ 
ಅಂತರಿಸಬಹುದು. ಇದೇ ಅಂತರಣದ ವಿಧಾನ. ಈಗ ಈ ವಿಧಾನದಿಂದ 
ವಿವಿಧ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಅಂತರಿಸೋಣ. 

2. 3. ವಿವಿಧ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅಂತರಣ ( diferen 
tiation of various types of functions). 

- ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ನಮ್ಮ ಬಳಕೆಗೆ ಬೇಕಾಗುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು 
… 1 ,5 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವಂತೆ ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು , 
ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಇತ್ಯಾದಿಯಾಗಿ ವಿಂಗಡಿಸಿ 
ಕೊಂಡು, ಅವುಗಳನ್ನು ಒಂದೊಂದಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು, ಅವುಗಳ ಅ೦ತ 
ರಣವನ್ನು ಈಗ ವಿವರಿಸಲಾಗುವುದು . 

2 . 31 . ಬೀಜಗಣಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅ೦ತರಣ 
( differentiation of algebraic functions) . 

ರೂಢಜನಗಳು : 
( 1), Dc = 0, ( c ಸ್ಥಿರಿ). 

ಸಾಧನೆ : f( m) = C ಆದರೆ , ಎಲ್ಲ ↑ ಗಳಿಗೂ f( x + h) = d. 
- f(x + h) - f( )- ೦, h = 0. 


- f '( ) = ಪರಿಮಿತಿ ( * ) /(x ) 0, 


(2), Dx² = nxt , ( n ಸ್ಥಿರಿ). 
ಸಾಧನೆ : f (c) = ೧೨ ಆದರೆ , 
f'( ) = ಪರಿಮಿತಿ /(x + ) - f(x) 


h + 0 
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( x + h ) ” – ” 
= ಪರಿಮಿತಿ 


h - ೦ ( ೩ + h ) - 3 


1 . 


- 2, 


= nxt - ( $ 1 . 51 ). 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1). Dx³ = 3x*: ii ), D . = 6x ; ii). Dx = 1 ; 
iv ). D / x = Dx³ = 3x = 1/ 24x); 
v). D ) - Du- = - - - - 1/x*; 
vi). D( S = Dr -#n # 
) D ( x + x + 1) = Du + Dr + D1 = 2x + 1 + 0 

= 2x + 1 ; 
i) D(x2)= Dx - Ds =1 +n 

x - Dx - 1 – 1 + ; 
i)Du- + 3 = Da - Du + Dr + 

= 1 - - - - 

[(1 ), ( 2), $ 2. 22] 
1) D ( ca ) = cDu + ulc = cDu + 0 = cDu ; 

[ ( 3) , 82 . 22 ] 
ii ) D (3² – 4) = 3Dx - D4 = 3 .( 2 ) - 0 = 6x, 

- [ಉದಾ : 1 , 82. 21 ನೋಡಿ] ; 
iii ) D ( x – 2 + 6 + 3). 
= Dx - 2D²+ 6Dx + 13 = 3 - 4 + 6 , 

[ಉದಾ : 2, $ 2. 21 ನೋಡಿ] 


3. 
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4 . D ( 2x + 3) (3x - 5) + 1 ) 
= ( 3 - 5)( + 1 ) 2x + 3 ) . 

- + ( x² + 1 ) 2 + 3) D 3 – 5) 

+ ( 2x + 3 ( 3x - 5) D ( x + 1) 
= ( 3 - 5) ² + 1) 2 + ( +12x + 3) 3 

+ ( 2x + 33 – 52 

* [( 3), $ 2. 22 ] 
5. Dತಿ - 2 ( + 1D3 - 2) – (3c - 2 D ( x2 + 1 ) 

( x² + 1 )? 

= [(4), 82- 22] 
( x² + 1 ) 3 - ( 3x - 2) 2x 

- ( + 1 ) 
- - 3x + 4 + 3 

. ( + 1 ) 
6 . ೪ = ( 5u² – 3x + 4 ) ಆದರೆ, dydu ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. 
ಅದನ್ನು ೪ = * 4 = 5 ' – 3 + 4 ಎಂದು ಒಡೆಯಬಹುದು. 
ಈಗ dy |du = {a , ಮತ್ತು du/ dac = 10x - 3. 

- 10x - 3 


- day - 


- - 10x - 3) = 2 


5 – 3 + 4) 


[ ( 5 ), 82, 22] 
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ಅಭ್ಯಾಸ 2 (3 ) ) 
1 . ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಪ್ರಭವದಿಂದ ಅಂತರಿಸಿ : 
(i) 4²– 3x + 5; (ii) : (i) . 

* + 2 
2. ಈ ಕೆಳಗೆಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ X - ಜನ್ಯಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 

i) 2³ – 4 + 3x + 7 ; ii) ² - X + ; 
iii) ( 3x + 1 ( 5cತಿ - 1) ; iv) ( 1 + a ) ; 
_ v ) ( 2x² - 3 )( x + 1 ) ( x + 5 ) ; vi) ( 2 - 1 ) / ( x + 1 ) ; 
vii ) ( 3 - 2 )/ ( x + x + 1 ) ; 
viii ) ( 4a - 1 )/ ( x – + 1 ) ; 
ix ) ( x² + 3x + 1 ; 

x ) ( ax + bx + c) ; 
xi ) 1 / ( x + 1 ) ; xii ) / [ x/( x + 2)] . 

3 . y = x( x² + 1 ) ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವೆಷ್ಟು ; 
* 4 , = x² - 5x + 6 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ, ಅದು – ಅಕ್ಷವನ್ನು 
ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ, ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

2 .32. ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಮತ್ತು 
ಅವುಗಳ ವಿಲೋನಗಳ ಅಂತರಣ ( diferentiation of 
trigonometric and inverse trigonometric 
functions). 

ರೂಢಜನ್ಯಗಳು : 
( 1) D ಸೈನ್x = ಕಾಸ್x , 
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ಸಾಧನೆ : f( x ) = ಸೈನ್x ಆದರೆ, ಆಗ 
f(x + h) - f(x) = ಸೈನ್ (x + h) - ಸೈನ್ - 

= 2 ಕಾಸ್ : + ) ಸೈನ್ 


.. x+ h -f(೩)- ಕಾಸ್ ( + 


.h=0. 


ಈಗ h = 0 ಆದರೆ, 
f ( x) = ಕಾಸ್ . 

[81. 52] 
( 2) D ಕಾಸ್x = - ಸೈನ್x. 
ಸಾಧನೆ : ಮೇಲಿನಂತೆ 
( 3) D ಟ್ಯಾನ್x = ಸೆಕ್x. 

ಸಾಧನೆ : fm) = ಟ್ಯಾನ್‌x ಆದರೆ , ಆಗ 
-( x + h) - f(x) = ಸೈನ್ (a + b) - ಸೈನ್ : 

ಸೈನ್ ( x + h) ಕಾಸ್x - ಕಾಸ್ ( ೩ + h)ಸೈನ್ 

ಕಾಸ್ ( x + h ) ಕಾಸ್x 

ಸೈನ್ (x + h - x) 
= > * ಕಾಸ್ ( c + h) ಕಾಸ್x 

ಸೈh 

* ಕಾಸ್ ( n + 1) ಕಾಸ್x 
f ( x + h) - f ( x ) 

- 1 

- h²0 
* ಕಾಸ್ ( + h) ಕಾಸ್ 
ಈಗ h > 0 ಆದರೆ, 
f'( c) = ಸೆಕ್ , 

[$ 1 .52] 


. 
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( 4) Dಕಾಟ್x = - ಕೂಸೆಕ್x . 
ಸಾಧನೆ : ಮೇಲಿನಂತೆ. 
(5) Dಸೆಕ್x = ಸೆಕ್x ಟ್ಯಾನ್x. 

ಸಾಧನೆ : f ( ) = ಸೆಕ್ ಆದರೆ, ಆಗ 
J (x + ೧) J ( * ) = ಕಾಸ್ ( a + b) ಕಾಸ್n 

- 1 1 
ಕಾಸ್x – ಕಾಸ್ ( x + h ) 
- ಕಾಸ್ ( + h ) ಕಾಸ್x 

2 ಸೈನ್ x+ ಸೈನ್ 

* ಕಾಸ್ (x + 1) ಕಾಸ್x 
. | x + h) - {(c) ಸೈನ್ x + ಸೈನಲ್ಲಿ 

* ಕಾಸ್ (7 + 1) ಕಾಸ್n - - 
ಈಗ h = 0 ಆದರೆ , 

f'(=) = = ಸೆಕ್n ಟ್ಯಾನ್ , [S 1 -52] 
( 6) D ಕೋಸೆಕ್x = - ಕೋಸೆಕ್x ಕಾಟ್x 
ಸಾಧನೆ : ಮೇಲಿನಂತೆ, 
(7) D ಸೈನ್ - x = 1/ 4 (1 - x ). 

ಸಾಧನೆ : y = ಸೈನ್ - x ಆದರೆ , ಆಗ x = ಸೈನ್ ! - 
, dx/ day = ಕಾಸ್ ), 
- day /dಲ= 1/ಕಾಸ್‌y = 1/ (1 - ಸೈನ್ )) = 1/4 (1 - x²). 


-by hs0. 
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- ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಈ ಜನ್ಯವನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾ. 3ನ್ನು ನೋಡಿ. 

- ಕಾಸ್ - x ಮುಂತಾದ ಉಳಿದ ಐದು ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ 
ವಿಲೋಮ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅಂತರಣವೂ ಇದೇ ರೀತಿ, ಅವುಗಳ ಜನ್ಯ 
ಗಳನ್ನು … 2 211ರ ಪಟ್ಟಿಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 

ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಕೋನಗಳೆಲ್ಲವೂ ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನದಲ್ಲಿವೆಯೆಂಬ ಅಂಶವು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿರ 
ಬೇಕು. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾ. 1ನ್ನು ನೋಡಿ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. Y = ಸೈನ್x° ಆದರೆ , dy | dx ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
180° = ೧ ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಗಳಾದ್ದರಿಂದ, w° = ಗx/180. 
" } = ಸೈನ್ ( Tx /180). ಇದೊಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯಾದ್ದರಿಂದ, ಇದನ್ನು ೪ = ಸೈನ್ 4, 4 = Tx/180 ಎಂದು 
ಬರೆಯೋಣ, ಈಗ dy | du = ಕಾಸ್ 4, ಮತ್ತು du / dx = / 180. 
. = ಕ ಕಾಸ್ ಇ - 80 ಕಾಸ್ ೧. 
2. ಸೈನ್ 3x ನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ ಅ೦ತರಿಸಿ, 

- f ( x) = ಸೈನ್ 3 ಆದರೆ, ಆಗ 
f(x + h) - f( x) = ಸೈನ್ 3( x + h) - ಸೈನ್ತಿ 
= ? ಕಾಸ್ ( 3x + ) ಸೈನ್ 

_ 3h 
. . ( + k /(=) = ಕಾಸ್ 3 + 1) Sh . 3,h=0, 


- 


5 ] 
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ಈಗ h » 0 ಆದರೆ , 

- f '( 2 ) = 3 ಕಾಸ್ 3x . 
ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಈ ಜನ್ಯವನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದಲ್ಲದೆ, ( 5), $ 2.22 
ರಿಂದಲೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ , ೪ = ಸೈನ್3xನ್ನು 
೪ = ಸೈನ್ ಇ , 1 = 3 ಎಂದು ಒಡೆಯಬಹುದು. ಆಗ dy ] du 
= ಕಾಸ್ 4, ಮತ್ತು du/dx = 3 , : -dy/ dc = 3 ಕಾಸ್3x 

3. ಸೈನ್-'xನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ ಅಂತರಿಸಿ, 
- f ( ) = ಸೈನ್ - 1x ಆದರೆ, f(x + h) = ಸೈನ್ -1(x + h ). 
ಸೈನ್ -1 = 6 , ಮತ್ತು ಸೈನ್ -1(x + h) = ¢ ಎಂದು ಇಟ್ಟು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ, ಆಗ = ಸೈನ್ , ಮತ್ತು ಜ + h = ಸೈನ್¢ . 
: h = ಸೈನ್¢ - ಸೈನ್ . 
- f ( n + h) - f ( x ) 4 - 6 
h " ಸೈನ್ 4 - ಸೈನ್ 6 

1 14 - ) 

ಕಾಸ್ ( 6 + 0) * ಸೈನ್ ( + 0) . 
ಈಗ, h³0 ಆದರೆ , 4 > 0. 


.: f '(c) = 


* ಕಾಸ್ 6 = 4 (1 – ಸೈನ್²0 ) v (1 – x² ) 


1 


1 


4. 4 = ಬ್ಯಾನ -1 ' (1 + ) + v ( 1 - 2) 


* 1 = 

1 - 4 ( 1 - x2 ) 
ಆದರೆ , dy ) dcನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

Y = ಬ್ಯಾನ್ -14 ( 1 + ) + ಟ್ಯಾನ್ -11 ( 1 - ). 

ಈಗ, 2 = ಟ್ಯಾನ್ -14 (1 + 1) ಎ೦ದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ , 
2 = ಟಾನ್ - 1z , 4 = , 1 = + . 
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', dz / du = 1/ 1 + u ), du/ du = ಕೀಲ , du/ dx = 1. 
', dz1dx = 1/[22+ 1)/ (1 + 0)] 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 (b) 
1 . ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ - ಜನ್ಯಗಳನು 
ಪ್ರಭವದಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(i) ಸೆಕ್ 2 ; ( ii ) ಈ ಸೈನ್ . 
2. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಖನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ. 
i) ಸೈನ್x + ಸೈನ್ -1x ; ii ) ಸೈನ್ ಕಾಸ್ ; 
iii) (x² + 1) ಬ್ಯಾನ್ - x ; iv ) ( ಟ್ಯಾನ್ )/ r ; 
v ) ಸೈನ್ mಣ ; 

vi) ಕಾಸ್ 1 ; 
vii ) ಬ್ಯಾನ್ { ; viii ) / ( ಟ್ಯಾನ್x ) ; 
ix ) ég, Jo Vx ; x ) ಸೆಕ - 1x ; 
xi) ( ಸೆಕ್ - 1x ) ; xii) ಸೈನ್ ( m ಸೈನ್ - law ) ; 
xiii ) ಸೈನ್ 2x² ; xiv ) ಕಾಟ್ x² ; 

xv ) ಸೈನ್4 ಕಾಸ್3x ; xvi ) ಕೋಸೆಕ್ಸ್ ; 
xvii) p 1 ಸೈನ್ -1 x-1; xvii ) ಕಾಸ್ - 

13; 
xix) ಬ್ಯಾನ್ ಬ್ಯಾನ್ಸ್ ) ; 
xx ) ( ಸೈನ್-1 )/11 - ²) ; 


XX 
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3 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಜನ್ಮವೊಂದೇ ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ : 

i) ಸೈನ್- [ 2x/(1 + x² )] ; 
ii) ಕಾಸ್ ![ (1 – x²)/(1 + x )] ; 

iii ) ಟ್ಯಾನ್ -1[ 2x /(1 – ೫ )]. 
[ಸೂಚನೆ: ೫ = ಟ್ಯಾನ್ ಹಾಕಿ.] 

4 . ಟ್ಯಾನ್ -1[ (x + Mx)/( ? – K V x )] ನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಅಂತರಿಸಿ. 
[ಸೂಚನೆ : ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 

- ಟ್ಯಾನ್ -1x + ಟ್ಯಾನ್ ಎಂದು ಬರೆಯಿರಿ.] 
5, = ಸೆಕ್ + ಟ್ಯಾನ್ ಆದರೆ, ೪ = ೪ ಸೆಕ್x ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ, 

6. Y = ಕೋಸೆಕ್ ಖ – ಕಾಟ್. ಆದರೆ , Y' = ೪ ಕೋಸೆಕ್x 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
7. Y = ಸೈನ್nx + ಕಾಸ್ ಆದರೆ, 

a y = "(1 - ಸೈನ್n ux) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

8, ಸೈನ್ ರೇಖೆಯು - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳಾವುವು ? 

9. ಕಾಸ್ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ ಪಾತವು ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಶೂನ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ ? 

10. ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಟ್ಯಾನ್ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು 
ಅನಂತವಾಗುತ್ತದೆ ? 
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2 . 33 . ಸೂಚಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಅಂತರಣ [ difer 
entiation of the exponential function ). 

ರೂಢಜನ್ಯ : De = e 
ಸಾಧನೆ : f(a ) = * ಆದರೆ , 
f(w + h ) - f(x) _ h = = = - 1, h = 0. 


ಈಗ h » 0 ಆದರೆ , 


f '(= ) = ex, 


[$ 1 . 53 ] 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. ಇನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ. 

y = els edi , y = e", u = ax . 
:: dyldu = e" , HJE ), du /dx = a . i dy /dx = aeax . 

2. qನ್ನು xನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ. 
Y = a * = e=log : ಮೇಲಿನಂತೆ dg /dx = ( log4)a ". 
[ ಉದಾ : 1 , 82 . 341 ನೋಡಿ.] 

2. 34 , ಲಘುಮಿತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಅಂತರಣ 
( differentiation of the logarithmic func 
tion ). 

ರೂಢಜನ್ಯ : D ಲಾಗ್x = . 

ಸಾಧನೆ : f( x ) = ಲಾಗ್ಸ್ ಆದರೆ, 
f( x + h) - f(x) = ಲಾಗ್ಸ್ ( x + h ) - ಲಾಗ್ಸ್ 

= ಲಾಗ್ " + ²= ಲಾಗ್ಸ್ 1 + ). 
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. 


. ( + h ) - f( x) 1 


ಲಾಗ್ ( 14 ) 


ಈಗ h » 0 ಆದರೆ , 


f'( )- 1 


[ S 1 .54 ] 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . 9 = ಲಾಗ್ ಲಾಗ್x ಆದರೆ, du / dxನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
- ೪ = ಲಾಗ್ , 4 = ಲಾಗ್x • : dy | du = 1 / 4 , 
Joz ), du /dx = 1 /x . i. dy /dx = 1 /(a logx ). 
- 2 . Y = ಲಾಗ್ ಸೈನ್ಯ ಆದರೆ , dy | da ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಮೇಲಿನಂತೆ , dudc = ಕಾಟ್x. 


ಲಘುವಿತೀಯ ಅಂತರಣ (logarithmic 
differentiation ). 

ಗುಣಲಬ್ದ , ಭಾಗಲಬ್ದ ಅಥವಾ ಸೂಚಕ ರೂಪದಲ್ಲಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾ 
ಪನೆಗಳನ್ನು ಅಂತರಿಸುವಾಗ , ಮೊದಲು ಲಘುಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊ 
ಳ್ಳುವುದರಲ್ಲಿ ಅನೇಕ ವೇಳೆ ಸೌಲಭ್ಯವಿರುತ್ತದೆ. ಮೊದಲು ಲಘುಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು, ತನ್ಮೂಲಕ ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನಕ್ಕೆ ಲಘುವಿತೀಯ ಅಂತರಣವೆಂದು ಹೆಸರು . 
ಈ ವಿಧಾನವು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗುತ್ತದೆ. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . 9 = * ಆದರೆ , dy |da ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಇಲ್ಲಿ 
ಘಾತವು ಸ್ಥಿರಿಯಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ, ( 2), … 2. 31ರ ಸೂತ್ರವು ಇದಕ್ಕೆ 
ಅನ್ವಯಿಸುವುದಿಲ್ಲ. ಈಗ, ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದ ಎರಡುಕಡೆಯ 
ಪೀಠಾಂಕಕ್ಕೆ ( base ) ಲಘುಮಿತಿಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , 

ಲಾಗ್ಸ್೩ = ೩ ಲಾಗ್d . 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ ಅಂತರಿಸಿದರೆ , 


1 


day – ಲಾಗ್ರ 


- 


, Y " dx 
- du 

= d* ಲಾಗ್ಸ್ . 
[ ಉದಾ. 2, 8 2: 33 ನೋಡಿ 
.] 
2, } = * ಆದರೆ , da | daನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಲಾಗ್ಸ್೩ = ೩ ಲಾಗ್ 
- 1 dy1 

'' : dc = - + ಲಾಗ್x . 


= x *( ] + ಲಾಗ್ಸ್೩) . 

dx 
3. Y = ಲಾಗ್ಸ್೩ ಆದರೆ , ೪' ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ , 

ಲಘುಮಿತಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ, ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 41 = 1 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದಷ್ಟೆ . ಆದ್ದರಿಂದ 

- ೪ ಲಾಗ್ಸ್d = ಲಾಗ್ಸ್ X 
.. . Y' ಲಾಗ್ಸ್ = 1 / x 
². y = • ಲಾಗ್ಸ್ 


1 . 
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4 . Y = ಲಾಗ್ಸ್ ಆದರೆ, ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

* = 0 , , Yಲಾಗ್ಸ್೩ = ಲಾಗ್ಲೂ , 


', + ಲಾಗ್ಸ್೩ = 0 . 

ಲಾಗ್ 
:: y = ಲಾಗ್ = " x ಲಾಗ್ 
5. y = (ಸೈನ್ )ಕಾಸ್ * ಆದರೆ , Y' ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
- ಲಾಗ್ಸ್೩ = ( ಕಾಸ್‌ .a) ಲಾಗ್ಸ್ ಸೈನ್ ?'. 
. . ( yly) = ಕಾಸ್ ಕಾಟ್x - ಸೈನ್x) ಲಾಗ್ಸ್ಸೈನ್ , 

[ಉದಾ. 2, 8 2:34 ]. 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ ೪ ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ y ' ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
6. x = ex +v ಆದರೆ, ' ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

Yಲಾಗ್ ೮ = x + 9 


( ಲಾಗ್ಸ್೩ ) = 1 + Y - 


Y' = (1 - ಲಾಗ್x 


) 


7 . 


Y = 


9 


ಆದರೆ , 


1 + : ) 


1 ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಲಾಗ್ಸ್೩ = ಲಾಗ್ಸ್ + ಖಿಸೈನ್ - ಲಾಗ್ (1 + ). 
Y 1 , 

- + ಕಾಸ್ + ಸೈನ್ - 21 + s) 
ಎರಡು ಕಡೆಗಳನ್ನೂ ೪ ಇಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ , y' ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
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verse 


dy 


2. 35. ಅತಿಕೋಪ ಮತ್ತು ವಿಲೋಮ ಅ ತಿಕ್ಷೇಪ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅ೦ತರಣ ( differentiation of hyper 
bolic and inverse hyperbolic functions ) . 

ರೂಢಜನ್ಯಗಳು : 
(1 ) D ಸೈನ್ ಎಚ್x = ಕಾಸ್ ಎಚ್x. 
ಸಾಧನೆ : } = ಸೈನ್ ಎಚ್ = } (e* - **) 

" = }( ex + e ) = ಕಾಸ್ ಎಚ್ . 
ಕಾಸ್‌ಎಚ್ ಮುಂತಾದ ಉಳಿದ ಐದು ಅತಿಕ್ಷೇಪ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 
ಗಳ ಅಂತರಣವೂ ಹೀಗೆಯೇ . ಅವುಗಳ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು $ 2.211ರಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 

( 2 ) D ಸೈನ್ಎಚ್ x = 4 (1 + x²) 
ಸಾಧನೆ : } = ಸೈನಎಚ್ -1x ಆದರೆ , = ಸೈನ್ಎಚ್ . 
- dx 

= ಕಾಸ್‌ಎಚ್ . 


:: dc - ಕಾಸ್‌ಎಚ್ = (1 + ಸೈನ್ ಎಚy (1 + x²) 

- ಕಾಸ್‌ಎಚ್ -1 ಮುಂತಾದ ಉಳಿದ ಐದು ವಿಲೋವು ಅತಿಕ್ಷೇಪ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅ೦ತರಣವೂ ಹೀಗೆಯೇ ಅವುಗಳ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು 
$ 2. 211ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ, 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . ಸೈನ್ಎಚ್xನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ ಅ೦ತರಿಸಿ . 

2. Y = ಕಾಸ್‌ಎಚ್ - 1x ಆದರೆ , da /dy ನ್ನು ಪ್ರಭವದಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಭ್ಯಾಸ 2 (c) 
1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅ೦ತರಿಸಿ. 
i) ೬೩ ಸೈನ್ (bx + c) ; ii) ಕಾಸ್ x ಕಾಸ್‌ಎಚ್ x ; 
ii ) ಸೈನ್ : iv ) ಇಟ್ಯಾನ್ * 
v ) ಲಾಗ್ಸ್ ಕಾಸx ; vi ) ಸೈನ್ ಲಾಗ್ಸ್x; 
vii ) ಲಾಗ್ಸ್ಲಾಗ್ಸ್ ಸೈನ್x ; viii ) ಲಾಗ್ಸೈನ್x ; 
ix ) ಲಾಗ್ಲ್ಯಾನ್ ; x ) 100* : 
xi ) 10ಸೆಕ್x ; xii) ಸೈನ್ಎ ಚ್ 1x , 
xi) ಬ್ಯಾನ್ ಲಾಗ್ : xiv ) ಲ್ಯಾನ್ಎಚ್ " 

ಕಾಸ್‌ಎಚ್x + ಸೈನ್ಎಚ್x 


- 


1 - 


2 


XV) ಲಾಗ್ ಕಾಸ್‌ಎಚ್ - ಸೈನ್ಎಚ್ . 


xvi) (ಟ್ಯಾನ್ ಕಾಟ್ 


2. ©* ರೇಖೆಯು ! – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವೆಷ್ಟು ? 
- 3, ಲಾಗ್ಸ್೩ ರೇಖೆಯು x – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವೆಷ್ಟು ? 

4. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸೈನ್ಎಚ್ ಮತ್ತು ಬ್ಯಾನ್ಎಚ್ 
ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

2. 36 , ಪರಮಾನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳ ಅಂತರಣ ( difer 
entiation of parametric equations). 

, ೪ ಗಳ ಸಂಬಂಧವು ಕೆಲವುವೇಳೆ ನೇರವಾಗಿ ದತ್ತವಾಗಿರದೆ, 
ಒ೦ದು ಸರಮಾನದ ( parameter ) ಮುಖಾಂತರ ದತ್ತವಾಗಿರ 
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ಬಹುದು, ಉದಾಹರಣೆಗೆ, X = at , 4 = 2qt , ಇಲ್ಲಿ ಎಂಬುದು 
ಪರಮಾನ ; Q ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ಯ ಸಿರಿ, ಈ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 
t ನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ X , Y ಗಳಿಗೆ ಒಂದೊಂದು 
ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದ ಬೆಲೆ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಸವಿರಾಕರಣಗಳು 
೫, ೪ಗಳ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಸವಿತಾ 
ಕರಣಗಳಿಂದ 1 ಎಂಬ ಪರಮಾನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ ( eliminate), 
Yಿ = 40 ಎಂಬ X , Yಗಳ ನೇರವಾದ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
ಆದರೆ , ಪರಮಾನದ ವಿಸರ್ಜನೆಯು ಯಾವಾಗಲೂ ಇಷ್ಟು ಸುಲಭವಾಗಿ 
ರುವುದಿಲ್ಲ. ಅಲ್ಲದೆ , ಪರಮಾನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುವ 
ಸಂಬಂಧವು ಯಾವಾಗಲೂ ಅನುಕೂಲವಾಗಿಯೇ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ಹೇಳುವುದಕ್ಕಾಗುವುದಿಲ್ಲ . 
ಈಗ, ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 

- M = ft), Y = ( t) 
ಎಂಬ ಪರಮಾನ ಸಮಿರಾಕರಣಗಳಿಂದ ದತ್ತವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ t ಎಂಬ ಪರಮಾನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸದೆಯೆ> 
dy / ds ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ , ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳ 
ಅಂತರಣದಿಂದ 

dx 

dy 


at = f '(t ): dy 


dy _ dy /dt _ $'(t) 
. dxdx / dt = f ( t) 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . X = at , 4 = 2at ಎಂಬ ಪರಮಾನ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 
dy dx ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಇಲ್ಲಿ 1 ಎಂಬುದು ಪರಮಾನವೆಂದೂ , Q ಎಂಬುದು ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದೂ 
ಅಧ್ಯಾಹಾರ ( understood ). ಈಗ, 
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de 


dy 


d = 2at ; 


= 2q . 


dy dyldt 1 


ಅಥವಾ ದತ್ತಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ಕಿಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ, ಆಮೇಲೆ 
day / dx ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 

[ ಉದಾ. 2, … 2.38 ನ್ನು ನೋಡಿ.] 
2. x = Q( - ಸೈನ್ ), 1 = 4 (1 - ಕಾಸ್‌0) ಆದರೆ, 
dy du ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಇಲ್ಲಿ 8 ಎಂಬುದು ಪರಮಾನವೆಂದೂ , ಎಂಬುದು ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದೂ 
ಅಧ್ಯಾಹಾರ . ಈಗ 

28 = 1(1 – ಕಾಸ್೦); = ೧ ಸೈನ್d. 


dx 


dy ಸೈನ್6 . 
* _ d = 1 - ಕಾಸ್d = ಕಾಬ್ ' 

ಇಲ್ಲಿ ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ಅವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸುವುದು ಸುಲಭವೂ 
ಅಲ್ಲ, ವಿಹಿತವೂ ಅಲ್ಲ . 

_ 2 . 37 . ಒ೦ದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸುವಿಕೆ ( differentiation 
of one function w .r .t. another ). 

ಕೆಲವು ವೇಳೆ f( ) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 4( c) 
ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. 
ಎಂದರೆ, ೪ = f( x), 2 = d( x ) ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ , dy| da ನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ x ನ್ನು ಒಂದು 
ಪರಮಾನವನ್ನಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದಾದ್ದರಿಂದ, 2- 36 ನ ವಿಧಾನವನ್ನೇ 
ಇಲ್ಲಿಯ ಅನುಸರಿಸಬಹುದೆಂಬುದು ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . x²ನ್ನು xನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ , 

_ y = 0² , ಮತ್ತು 2 = ೧೨ ಆದರೆ , dy | dx = 2 , ಮತ್ತು 
dz / dx = 3x² . 

dy dy dx 2 
idz - dz / dx = 3x 
2. ಟ್ಯಾನ್ - 2 ನ್ನು ಸೈನ್ -1 2* ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಅಂತರಿಸಿ . 

ಇಲ್ಲಿ X = ಟ್ಯಾನ್ ಹಾಕಿದರೆ , ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳೆರಡೂ 
* ಆಗುತ್ತವೆ. . . ಉತ್ತರ : dt ) dt = 1 . 

2:38 . ಧ್ವನಿತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಅ೦ತರಣ ( difer 
entiation of implicit functions). 
- X , Y ಗಳ ಸಂಬಂಧವು | 

Y = f ( x ) . 
ಎಂಬ ಪ್ರಕಟ ( explicit ) ರೂಪದಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರದೆ, 


1 ( , ) = 0 . 


ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ (implicit ) ರೂಪದಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರಬಹುದು. 
Y = f ( c ) ಎಂಬ ಪ್ರಕಟರೂಪದಲ್ಲಿ ೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳು ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸ 
ಲ್ಪಟ್ಟಿವೆ. ಆದರೆ f ( x , ೪ ) = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 
Yಗಳು ಒಂದೇಕಡೆ ಮಿಶ್ರಿತವಾಗಿವೆ. ಧ್ವನಿತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 
ಪ್ರಕಟ ರೂಪಕ್ಕೆ ತಿರುಗಿಸುವುದು ಸುಲಭಸಾಧ್ಯವಾಗದಿರಬಹುದು ಅಥವಾ 
ವಿಹಿತವಿಲ್ಲವೆನಿಸಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ೪ = 3²– 4x + 2 ಎಂಬುದೊಂದು ಪ್ರಕಟ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. 5x² + 3xy + 2y² - 1 = 0 ಎಂಬುದೊಂದು ಧ್ವನಿತ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. ಮತ್ತೆ Y - x = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ ರೂಪವನ್ನು 
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Y = + MX ಎಂಬ ಪ್ರಕಟ ರೂಪಕ್ಕೆ ಸುಲಭವಾಗಿ ತಿರುಗಿಸಿಕೊಳ್ಳಬಹುದು. 
ಆದರೆ , 5x + 3y + 2y² – 1 = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ ರೂಪವನ್ನು 
ಪ್ರಕಟ ರೂಪಕ್ಕೆ ತಿರುಗಿಸುವುದಕ್ಕಿಂತ ಧ್ವನಿತ ರೂಪದಲ್ಲಿಟ್ಟುಕೊಳ್ಳುವುದೇ 
ಅನೇಕವೇಳೆ ವಿಹಿತವೆನಿಸುತ್ತದೆ. 

f( x , ೪) = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವು Yಯನ್ನು ಖನ ಅನುಸ್ಥಾ 
ಪನೆಯನ್ನಾಗಿ ನಿರ್ದೆಶಿಸುವುದು ಕೆಲವು ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ . ಈ 
ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸುವ ಸಂಸಿದ್ದಿಗೆ ಅಸ್ತಿತ್ವ ಸಂಸಿದ್ದಿ ( existence 
theorem ) ಎಂದು ಹೆಸರು . 

ಪಾ [ A . F . R . V . … 10. 63 , P . 206 ನೋಡಿ . 
ಪ್ರಕೃತದಲ್ಲಿ ಆ ನಿಬಂಧನೆಗಳೆಲ್ಲವನ್ನೂ ಅಂಗೀಕರಿಸೋಣ. 

ಈಗ f೫, ೪ ) = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ ರೂಪದಿಂದ ನೇರವಾಗಿ 
dy / da ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ಕೆಲವು ಉದಾಹರಣೆ 
ಗಳಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟ ಪಡಿಸೋಣ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು . 


1 . 3 – SY + Y - 1 = 0 ಆದರೆ, dydಖ ನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 

da d( xy ) dy * _ಂ . 

dx - dx + dx = 0 . 
ಎಂದರೆ, 3x² – 3 ರ + dydy 

- [(5 ), $ 2. 22] 
ಎಂದರೆ, 3x - 3 + + 39 -4 - 0. 

... (g - w) = ೪ - x . 


') " dy 


= 0 ; 
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dy y - x² 

dx y² - x 
ಟಿಪ್ಪಣಿ : (5 ), $ 2.22 ರ ಪ್ರಕಾರ 

do (y) _ doly ) dy 

dx = dy dx 
ಆದ್ದರಿಂದ yನ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅ೦ತರಿಸ 
ಬೇಕಾದರೆ , ಮೊದಲು ಅದನ್ನು Yನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ dy | daನಿಂದ 
ಗುಣಿಸಬೇಕು, 
2. Y – 4qX = 0 ಆದರೆ, dy /dxನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

2yy' – 44 = 0. . . !' = 2a / y - 
ಅಥವಾ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ೪ = 24 (an ) ಎಂಬ ಪ್ರಕಟ ರೂಪದಲ್ಲಿ 
ಬರೆದು ಅಂತರಿಸಬಹುದು , 

[ ಉದಾ, 1 , 8 2: 36 ನೋಡಿ. ] 
3. Cx² + 2hxY + by + + 2gx + 2fy + c = 0 ಆದರೆ , 
dy / da ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

2ax + 2h + Y ) + 2by + 2g + 2 +4 = 0 
.. (hac + by + = - ( aa + hy + 9) 

dy ax + hy + g 

dx hx + by + fo 
2 . 39 . ಚೌಬಂಧಗಳ ಅಂತರಣ ( diferentiation 
of determinants). 

ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಒಂದು ಚೌಬಂಧದ ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 
ಅದರ ಅಂತರಣವು ಒಂದು ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಬಹುದು . ಪ್ರಾಥಮಿಕವಾಗಿ , 
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DU , Uz _ Du U2 + u Du, 
* | V , V, DV , V | V , Dv | 


ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ, ಇಲ್ಲಿ 4 , 4 ,, , , , ಮುಂತಾದ ಅಕ್ಷರಗಳು 

( x ), 4 ( a ), , , , ಮುಂತಾದ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಸಂಕೇತಿ 
ಸುತ್ತವೆ. 


V , V 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 

U + Su , Uzt duz 

+ 8V , V + 81 .. 
. . – 5W1, 4, + 4 , 8 , 8u , 8u , 

6V , V | V , V 80 , 80 
ಮತ್ತೆ 5 == 0 ಆದರೆ, 


. 


6Uq , 


. . 


61 
) 


of 


Sx • U₂ 


Ugg gr 

& 


', 84 
81. 


" 


ಅ. , 

Sc8s ' 
ಈಗ60ಆದರೆ , ಮೇಲಿನ (1) ಎಂಬ ಫಲವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

ಇದೇರೀತಿ 2 ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ( Order ) ಚೌಬಂಧವನ್ನು 
ಅ೦ತರಿಸಬಹುದು . “ ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ ಒಂದು ಸಾಲನ್ನು ( row ) 
( ಅಥವಾ ಒಂದು ಸ್ತಂಭವನ್ನು ( column ) ಮಾತ್ರ ಅಂತರಿಸು ” 
ಎಂಬುದು ಚೌಬಂಧಗಳ ಅಂತರಣ ಸೂತ್ರ. ಎಂದರೆ , ಒಂದು ಸಲಕ್ಕೆ 
ಒಂದು ಸಾಲನ್ನು ಮಾತ್ರ ಅ೦ತರಿಸಿ , ಉಳಿದ ಸಾಲುಗಳನ್ನು ಹಾಗೆಯೇ 
ಇರಿಸಿ, ಹಾಗೆ ಬಂದ ಚೌಬಂಧಗಳನ್ನೆಲ್ಲ ಕೂಡಬೇಕು ; ಸಾಲುಗಳ 
ಬದಲು ಸಂಭಗಳಾಗಬಹುದು . 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಮೂರನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಚೌ 
ಬಂಧದ ಅಂತರಣಕ್ಕೆ ತಾಳೆ ಮಾಡಿ ( verify). 
2, fc) = | X , 1 , 1 

| 1 , ², 1 | 

| 1 , 1 , x3 | 
ಆದರೆ, f '( c) ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಮೇಲಿನ ಸೂತ್ರದಿಂದ 

| 1 , 0 , 0 | , 1 , 1 | | x , 1 , 1 
f ' ( m) = 1 , ², 1 + 0 , 2x , 0 + 1 , ², 1 

| 1 , 1 , 3 | 1 , 1 , 3 0 , 0 , 3x² | 
= 6x - 3x² - 2 - 1 . 

ದತ್ ಚೌಬಂಧವನ್ನು ವಿಸ್ತರಿಸಿ, ತರುವಾಯ ಅ೦ತರಿಸಿ, ಈ 
ಉತ್ತರವನ್ನು ತಾಳೆ ನೋಡಿ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 ( d ) 
1. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಪರಮಾನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ dy| da ನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

(1) C = ೧ ಕಾಸ್ 8, 9 = 6 ಸೈನ್ , ( ಪರಮಾನ 0) ; 
( ii ) C = ct , y = c/t, ( ಪರಮಾನ 1). 
- 2, ಮೇಲಿನ ಲೆಖ್ಯ ದಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ಪರ 
ಮಾನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ, dy | dx ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

3, ಸೈನ್ಇನ್ನು ಸೈನ್ಎಚ್ ಖನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ. 
4. ಲಾಗ್ಸೈನ್. ನ್ನು ಸೈನ್ಲಾಗ್ xನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅ೦ತರಿಸಿ. 


6] 
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5 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ dy | duನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

- i) ² + ² = 12 ; 

ii ) ² + yಿ - 5x + 8y - i = 0 ; 
- iii ) (ಸೈನ್ ) = (ಕಾಸ್‌y)*. 


9 + 4 = 1 , 


ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ (೩, v3) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವೆಷ್ಟು ? 

1 , 1 , 1 , 1 
1 , 2 , 1 , 1 
1 , 1 , X , 1 

= 3x - 1 ) 
| 1 , 1 , 1 , X 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

_ 2 .4 , ಮಾಡಿದ ಲೆನ್ಸಿಗಳು ( worked examples). 
1 . (1 - x² ) + V ( 1 - Y²) = ( x – 9) 

dy _ 1 - Y೬) . 

d $ - 1 - x2 ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 

x = ಸೈನ್ 6 , ಮತ್ತು = ಸೈನ್ 4 ಆದರೆ , ಆಗ | 
ಕಾಸ್ 0 + ಕಾಸ್ 6 = ( ಸೈನ್ 0 - ಸೈನ್ 4). 

– 


ಆದರೆ , 


ಟ್ಯಾನ್ 


* a 


ಎಂದರೆ, 


_ 0 - 4 = k 
ಸೈನ್ -1x - ಸೈನ್g 
], dy 


= k: 


- 


dy 
da 


v ( 1 – y² ) 
V (1 - ²) . 
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- 2, Ix = ಲಾಗ್ , 1²x = ಲಾಗ್ ಲಾಗ್ 1 , ಇತ್ಯಾದಿ 
ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ 


D ( UP ) = Lc) Pu ) . . . (In =1 ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

D ( ZP - x ) . 
D ( ZPu ) = Dಲಾಗ್ ( 12 -1x ) = 
ಇದರಲ್ಲಿ ಎರಡು ಕಡೆಯ 1 ಗೆ ಬದಲು 1 – 1 ಹಾಕಿದರೆ , 


D (ZP- x) - D ( ZP - ) 


ಈ ಎರಡು ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 

- D ( In - w ). 
D (UP ) = ( - x) In = 1x )". 
ಇದೇ ರೀತಿ, 1 ನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತ ಹೋದರೆ, 

- D (Ic) 
D (IPx ) = ( x ( IPs ) . . ( -1 ) 
ಆದರೆ , D ( IX ) = 1 /c . 

_ 1 
². D (ZPs ) = ( 

L IPx ) . . . (In - c) 
- p 

1 1 
= 0 , + 
- 1 " + Cl + ೧ = + ೮ 

d P ( - 1 - ni 
ಆದರೆ , ತx0 - Q 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 

ಪರಂಪರ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಲ್ಲಿ ( Continued fractions), ರೂಢಿ 
ಯಲ್ಲಿರುವ ಸಂಕೇತದ ಪ್ರಕಾರ , 

P = ೧n Pu -1 + Pu -2) 
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qn = d , guJ + Zn- 22 
ಮತ್ತು Pagn - - - 9 = ( - 1 )" . 
ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ 

P = Pn , Q = 93 , ಮತ್ತು ೩ = d . 
. P = WP - + -, ಮತ್ತು Q = ಖgn - + Qn -2' 
dP 

dQ 
: = -1, ಮತ್ತು = {n-1, ಅದು 


= [( ೫go - + gn - pa- - ( WP - + pu - go 
“ gen -l gn - - pa - Qu- ) . 


( - 1)"-1 


2 .5 , ಅಂತರಾಂಶಗಳು ( diferentials ) , 

$ 2.1 ರಲ್ಲಿ, 6x 0 ಆದಾಗ 8Y / 8x ನ ಪರಿಮಿತಿಯು ಅಂತ 
ರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವೆಂದೂ , ಈ ಪರಿಮಿತಿಯ ಚಿಹ್ನೆಯು du / da 
ಎಂದೂ , ಈ ಚಿಹ್ನೆಯಲ್ಲಿ ಅ೦ಶ, ಛೇದ ಎಂಬ ಅರ್ಥವೇನೂ ಇಲ್ಲವೆಂದೂ 
ನಿರೂಪಿಸಲಾಯಿತಷ್ಟೆ . ಆದರೆ, ಈ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಒಂದು ಧಾರಣ 
ರಾಶಿಯನ್ನಾಗಿ (ratio ) ಪರಿಗಣಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ , ಮತ್ತು ಕಲನದ 
ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ವಿಹಿತ, ಈ ಪರಿಗಣನೆಯನ್ನು ಈಗ ನಿರೂಪಿಸೋಣ, 

* 8೫ > 0 ಆದಾಗ, 8y / 6X > j " ( ) . 
. = ['(x) + 6, (Bನ ಜೊತೆಯಲ್ಲಿ ( ³0), 

by = f ( ) + £8x 
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ಈಗ f '( x)8ನ್ನು dy ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ; ಎಂದರೆ , 

dy = f '(x )dx 
ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸೋಣ( define). ಈ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ 

dx = x 
ಆಗಲೇಬೇಕು. ಹೇಗೆಂದರೆ , (i) ರಲ್ಲಿ ೪ = ಹಾಕಿದಾಗ, ಎಂದರೆ, 
(1) ನ್ನು } = ಎಂಬ ಪ್ರತ್ಯೇಕ ( particular ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ 
ಹೊಂದಿಸಿದಾಗ, '( r ) = 1 ಆಗುವುದರಿಂದ, dc = 8x ಆಗುತ್ತದೆ. 
ಈಗ (i ) ರಿಂದ 

dy = f '(x )duc 
ಹೀಗೆ ನಿರೂಪಿತವಾದ dಲ್ಲ ಮತ್ತು du ಗಳಿಗೆ ಅ೦ತರಾಂಶಗಳು 
( diferentials ) ಎಂದು ಹೆಸರು . ( ii ) ರ ಪ್ರಕಾರ f ( x ) ನ್ನು 
ಈ ಅಂತರಾಂಶಗಳ ಧಾರಣರಾಶಿಯನ್ನಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಿದಂತಾಯಿತು. 

2. 51 , ಅಂತರಾಂಶಗಳ ರೇಖಾರ್ಥವಿವರಣೆ ( geomet 
rical interpretation of differentials ) . 

ಮೇಲೆ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ dಖ ಮತ್ತು dy ಎಂಬ ಅಂತರಾ೦ಶ 
ಗಳು ಆಕೃತಿ 2 - 1 ಅಥವಾ 2 - 2 ರಲ್ಲಿ PR ಮತ್ತು RT ಆಗುತ್ತವೆ. 
f ( x ) = ಟ್ಯಾನ್ ಯನ್ನು , PR ³0 ಆದಾಗ RQ PR ನ 
ಪರಿಮಿತಿಯೆಂದಾದರೂ ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು , ಅಥವಾ PRT ತ್ರಿಕೋನ 
ದಿಂದ RT / PR ಎಂಬ ಧಾರಣರಾಶಿಯೆಂದಾದರೂ , ಪರಿಗಣಿಸಬಹು 
ದಷ್ಟೆ . ಅದನ್ನು RQ / PR ನ ಪರಿಮಿತಿಯೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ , 
dy/ dx ಎಂಬುದು ಕೇವಲ ಒಂದು ಚಿಹ್ನೆ ಯಾಗುತ್ತದೆಯೇ ಹೊರತು , 
ಧಾರಣರಾಶಿಯಾಗುವುದಿಲ್ಲ . ಹಾಗಲ್ಲದೆ, ಟ್ಯಾನ್ y ಯನ್ನು RT/ PR 
ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಿದಾಗ, dyd ಎಂಬುದು d೩ ಮತ್ತು dx ಎಂಬ 
ಎರಡು ಅಂತರಾಂಶಗಳ ಧಾರಣರಾಶಿಯಾಗುತ್ತದೆ, 

dy = RT) ಎಂಬ ಅಂತರಾಂಶವು PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
Y - ವರ್ಧನ ( ೪ - increment of PT ) , 


(u + 1 ) = Da + dx' 
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2.52 , ಅಂತರಾಂಶಗಳು ಮತ್ತು ಸಂಕಲನಾದಿ ವಿಧಾನಗಳು 
(differentials and arithmetical processes ). 
on du do 

[ 1 ), $ 2. 22 ], 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು dx ಎಂಬ ಅಂತರಾಶದಿಂದ ಗುಣಿಸಿದರೆ, 

du + y ) = du + dv 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ | 

- d ( - ) = - dಲ, 

d ( uv ) = udv + vdu , 
ಮತ್ತು , a 4 ) ಬdu – udu 

= 2 , V # 0 .. 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು . .. 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 

a ಕಾಸ್x + 6 
3 + b ಕಾಸ್n ) 


y ( Q2 


ಮತ್ತು 4(d = 65 ಬ್ಯಾನ್ = )'ಟ್ಯಾನ್ 
ಎಂಬ ಎರಡು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೂ ೩- ಜನ್ಯವು ಒಂದೇ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
ಆ ಜನ್ಯವಾವುದು ? 

2. 6 = ಕಾಸ್ ” (@ – ²) 
ಆದರೆ , dr] 40 ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
- 3, ಲಾಗ್ ಕಾಸ್ ಎಚ್xನ್ನು ಕಾಸ್‌ಎಚ್ ಲಾಗ್xನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
- ಅಂತರಿಸಿ . 
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* 


4 . 


- 2 
1 + 2 + ಕಾಸ್ - 14 


1 - 2 
1 + x2 


ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 


2w 


ನ್ - ² 


ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿ, 


5. ಟ್ಯಾನ್ 1+ ನ್ನು ಬ್ಯಾನ್ + ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 


ಅಂತರಿಸಿ, 
6. x = ಸೆಕ್d , ೪ = 6 ಟ್ಯಾನ" 8 ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು 

- x = ೧ ಕಾಸ್‌ಎಚ್ 6, 9 = 6 ಸೈನಎಚ್6 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದಲೂ ರೂಪಿಸಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ಈ 
ರೇಖೆಗೆ (a ಸೆಕ್ 6, 6 ಟ್ಯಾನ್ ) ಮತ್ತು ( a ಕಾಸ್‌ಎಚ್ 6 , 
6 ಸೈನ್ಎಚ್0) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ dy |dcನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

3 at 3at² 
7 . X = 1 + 13 ) 9 = 1 + t 
ಆದರೆ, dy) daನ್ನು tನಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಅಲ್ಲದೆ, ಈ ಸವಿಾಕರಣ 
ಗಳಿಂದ ಕೆಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ, ತನ್ಮೂಲಕ dy| dsನ್ನು , Yಗಳಲ್ಲಿ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

8 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ day / dxನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ : 
(i) wmy = ( x + y ) m +n; ( ii ) x = +v; 

(iii) ( ಟ್ಯಾನ್x) = ( ಕಾಟ್ )*. 
9. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ x- ಜನ್ಯಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ : 


7 10 , 


i) Y = * 


; 
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ii ) Y = 1 x + vu + ..... ; 


iii ) 


ಎ 


1 


1 


೪ = + 


+ ' : + " 


- 10 


(x) = | X , 1 , 1, . . . 1 

1 , 2 , 1 , . . . 1 
1 , 1 , ೩ , . . . 1 


| , 1, 1 , 1 , . . . ೫ 


ಆದರೆ , 


f ( x ) = 1fn - ( ) . 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


ಅಧ್ಯಾಯ III 

ಅನುಕ್ರನ ಅ೦ತರಣ 
( successive differentiation ) 
3 .1 . ವಿವರಣೆ ಮತ್ತು ಸಂಕೇತ ( explanation 
and notation ) . 

f( x ) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ f ( v) ಎಂಬ ಒಂದು ಜನ್ಯ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ಇದೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಈ ಜನ್ಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ಅ೦ತರಣೀಯವಾಗಿರುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಅದನ್ನು ಅಂತರಿಸಿ, ಹಾಗೆ ಲಬ್ದವಾ 
ಗುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು f '( x) ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. ಅಲ್ಲಿಗೆ 
f "( x ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯf 
( x) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ 
ಎರಡನೆಯ ಅಧಿಷಾ ನದ ಜನ್ಮಾನುಸಾ ಪನೆಯಾಯಿತು, ಮತ್ತೆf ( x ) 
ಅಂತರಣೀಯವಾಗಿರುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಅದನ್ನು ಅಂತರಿಸಿ f ' '( ) ಎಂಬ , 
f( ) ನ ಮೂರನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಜನ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ಪಡೆಯ 
ಬಹುದು. ಹೀಗೆಯೇ ಸಾಧ್ಯವಾಗುವವರೆಗೂ f( x) ನ್ನು ಪುನಃಪುನಃ 
ಅಂತರಿಸಿ, ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ ಜನ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುತ್ತ ಹೋಗ 
ಬಹುದು, f( ) ನ 1ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಜನ್ಯಾ ನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 
fi( c) , f ( x ), 4 , dydr , ಅಥವಾ Dry ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸು 
ವುದು ವಾಡಿಕೆ. ಈ ಸಂಕೇತದ ಪ್ರಕಾರ ಮೂಲ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾದ 
f(x ) ನ್ನು ಅವಶ್ಯಕವಾದಾಗ f° ( ), f ( ), ಅಥವಾ ? , ಎಂದು 
ಬರೆಯಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
f( x ) = 53 – 3² + 2 - 4 
ಆದರೆ, ಆಗ f ( x ) = 15x2 - 6 + 2 , 

f ( x ) = 30x - 6 - 
f ( x ) = 30 . 
f! (x) = 0 = f ( ) = ...= f "(x). 


00 
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_ 3.2 . 7ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಟಾನದ ಜನ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಿಕೆ 
( finding the derivative of the nth order ). 

f( x) ದತ್ತವಾದಾಗ "( ) ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ಪ್ರಶ್ನೆಯನ್ನು 
ಗಮನಿಸೋಣ. ಇದಕ್ಕೆ ಸರ್ವವ್ಯಾಪಿಯಾದ ಏಕೈಕ ಸೂತ್ರವನ್ನು 
ಕೊಡುವುದು ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲ, ಏಕೆಂದರೆ , f( x) ನ ಅನುಕ್ರಮ ಜನ್ಯಗಳು 
ಬರುಬರುತ್ತ ಹೆಚ್ಚು ಹೆಚ್ಚು ಕ್ಲಿಷ್ಟವಾಗಿ ಯಾವ ಒಂದು ಸೂತ್ರಕ್ಕೂ 
ಒಳಪಡದೆ ಹೋಗಬಹುದು. ಆದರೆ f( ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಕೆಲವು 
ರೂಢರೂಪಗಳಲ್ಲಿದ್ದರೆ, f ( ) ಎಂಬ ಜನ್ಯವನ್ನು ಬರೆಯುವುದಕ್ಕೆ 
ಅನುಕೂಲವಾದ ಸೂತ್ರಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಈಗೆ ಈ ರೂಢರೂಪ 
ಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. 

_ 3.3, 7 ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ರೂಢಜನ್ಯಗಳು (stan 
dard nth derivatives). 

1 . y = xm 
ಆದರೆ , ಆಗ ೪ = 176xm -1, 

92 = 11 ( m - 1 )xm- 2, 
93 = ( m - 1 ) ( m - 2 ) xm - , 


V = m ( m - 1 ) ( m - 2 ) . . . ( m - n + 1 ) xm . 


y = xta 


- 


- 1 


ಆದರೆ, ಆಗ = s + a ) 


- 1 – 2 
92 - ( X + )3 ) 
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( - 1 ) " •n ! 
yz = ( x + a)n+i' 
y = egon® ( x + a ) 


3 . 


ಆದರೆ, ಆಗ 9f = + a 


- 


( - 1 ) -1 . ( n - 1 ) ! 


_ y = 


( x + a )" 


( 2 ) ರಿಂದ] . 


4 , y = ex 
ಆದರೆ , ಆಗ ೪ = aex, 

೪ = aಿಸಿ , 


yp = a ' e &x . 
5 , _y = ಸೈನ್x 
ಆದರೆ, ಆಗ } = ಕಾಸ್ . = ಸೈನ್ ( + 7) 
... 4 = ಸೈನ್ ( +2-5) 


_y = ಸೈನ್ ( xtn .). 
6. _y = ಕಾಸ್x 
ಆದರೆ, ಆಗ ೪ = - ಸೈನ್x = ಕಾಸ್ ( x+ ) , 

9 = ಕಾಸ್ (x + 2 ), 
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9 ] 


= ಕಾಸ್ x + n: ). 
ಟಿಪ್ಪಣಿ : y =ಫೈನ್ ೧೫ ಆದರೆ,9 =q ಸೈನ್ (ax + n ). 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. Y = ( a + b ) " ಆದರೆ , ೪ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

9 = an( aಖ + 6 ) -1, , , , , 
೪ = ann ( m - 1 ) . . . ( m - n + 1 ) ( as + 6) m -n 

- 23 - 5 

9 ( x - 1 ) - 2) 
ಆದರೆ , ೪ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
Yನ್ನು ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳಾಗಿ ಒಡೆದರೆ , 

Y = - - , ( ಉದಾ. 1 , … 1 .57 ). 
ಈಗ, ಮೇಲಿನ ರೂಢರೂಪ ( 2) ರಿಂದ 

( - 1 ) . n ! ( - 1 )" . n ! 
9n = " ( x – 1 )1 +1 = ( x – 2) +1' 


3 , 9 = ಲಾಗ್ಸ್ - 1 
ಆದರೆ, ೪ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

Y = ಲಾಗ್ಸ್ ( + 1 ) - ಲಾಗ್ ( 2x - 1 ) 
ಈಗ, ಮೇಲಿನ ರೂಢರೂಪ ( 3) ರಿಂದ, 
( - 1 ) -1,( ೧ - 1 )! ( - 1 ) -( ೧ - 1 )! 

( 2 - 1 ) 


( + 1 ) n 


- ~ 2014 ) ° ( - 1 ) ! 


02 
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4 4 = 100% ಆದರೆ , ೪ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಲಾಗ್ y = ಲಾಗ್ 100 . . . 1 = ( ಲಾಗ್ 100) Y ; 

9 = ( ಲಾಗ್ 100) Y ; . . . ; n = ( ಲಾಗ್ 100) 
ಅಥವಾ, ೩ = * ಲಾಗ್ 100. .. ಮೇಲಿನ ರೂಢರೂಪ ( 4) ರ 
ಪ್ರಕಾರ, 9 = ( ಲಾಗ್ 100)- ಲಾಗ್, 100 

= ( ಲಾಗ್ 100 ) - 100%. 
5 . Y = ಸೈನ್ 5 ಕಾಸ್ 2 ಆದರೆ, ನನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 

} = ಸೈನ್ 7x + ಸೈನ್ 3x : ಮೇಲಿನ ರೂಢರೂಪ(5) ರ 
ಪ್ರಕಾರ 

9 =7”ಸೈನ್ 7c + 1 ) +3” ಸೈನ್ 3x + 95). 
6 . Y = ಸೈನ್' ಆದರೆ, ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

9 = (1 – ಕಾಸ್ 2n ). ಮೇಲಿನ ರೂಢರೂಪ ( 6) ರ 
ಪ್ರಕಾರ, yx = - 2n=1 ಕಾಸ್ 2x + 17) 

7. Y = ಸೈನ್ (bu + c) ಆದರೆ, ನನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 

ºn = aeas Ja (6x + c) + beax FIJ"(bx + c ) 

= ex[a ಸೈನ್ (bu + c) + 6, ಕಾಸ್ ( bx + e)] . 
ಇಲ್ಲಿ ೧ = " ಕಾಸ್ , ಮತ್ತು 6 = 1 ಸೈನ8 ಹಾಕೋಣ; ಎಂದರೆ, 
" = (a + b ), = ಟ್ಯಾನ್ -1 ( 6ja ). ಆಗ 
9 = ex[? ಕಾಸ್ ಸೈನ್ (bn + c ) + 1 ಸೈನ್ ಕಾಸ್ (bc + c)] 

= reas Jo (bx + c + 0) 
ಹೀಗೆಯೇ , ೪ = 7² .ಸೈನ್ (ba + c + 20 ) , ಇತ್ಯಾದಿ ; 

9x = nex ಸೈನ್ (bx + c + ) 
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93 
= a + 6²)"/ > ಸೈನ್ ( bx + c + n ಟ್ಯಾನ್ . . 

ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಇದೇ ರೀತಿ, Y = ( x ಕಾಸ್ (bx + c) ಆದರೆ , ಆಗ 
9 = ( + 6² ) /2h1 ಕಾಸ್ ಒc + c + n ಟ್ಯಾನ್ , 

3.4. 3.29 J5 202ą (Leibnitz 's theorem ). 
ಆ u(x ), ( 2) ಎಂಬ ಎರಡು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಗುಣಲಬ್ದಕ್ಕೆ 
nನೆಯ ಅಧಿಷ್ಟಾನದ ಜನ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ , ಲೈಬಿಸ್ 
ಎಂಬ ಗಣಿತ ಶಾಸ್ತ್ರಜ್ಞನು ಒಂದು ಸೂತ್ರವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದ್ದಾನೆ. 
ಅದೇನೆಂದರೆ : 
1 ,v ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಅನುಕ್ರನು ಜನ್ಯಗಳಿರುವವರೆಗೆ 
( aav ) = 1 + Cuಳn - + Cuvu - + .... 

- + Cu . vn . + ... + UV, .... ( i) 
ಸಾಧನೆ : ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅನುಪ್ರೇರಣಾ ವಿಧಾನದಿಂದ 
( method of induction ) ಸಾಧಿಸೋಣ. 

- (i) ರಲ್ಲಿ ೧ = 1 ಹಾಕಿದರೆ , ( w ), = U + Lಲ ಎಂಬ 
ಸವಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. $ 2.3 ರಿಂದ ಇದು ಸಾಧು. 

ಈಗ ಸಮಿಾಕರಣ (1) ನ್ನು ಸಾಧುವೆಂದು ಭಾವಿಸಿ, ಅದರ ಎರಡು 
ಕಡೆಗಳನ್ನೂ xನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸೋಣ. ಆಗ 
( UT ) oti = 1 + + UV 

+ GU + Cun 
+ GUVn - + Coun -2 

+ . . . 
+ C - My -in-r+ 2 + C - 4, n- rti 

+ GU - t + . . . 
+ 4 + Hu + : 


* 


+ n =1x1 
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- = 40+ + ( C + C ) + ( C + C ) 

- + 1 + C + C .) L . - + + '" + 4 + . 
ಆದರೆ, 

- + Co C . 
', ( )a+i = Wati + a+ G + a+ Cuರಿ -[ + . . . 

+ n+ C4c-rti + ... + 4 + .. (ii). 
ಈಗ (i) ಮತ್ತು ( ii ) ನ್ನು ಹೋಲಿಸೋಣ. (i ) ರಲ್ಲಿ nಗೆ ಬದಲು 
2 + 1 ಹಾಕಿದರೆ ( ii ) ಲಭಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಲೈಬಿ ಸನ ಸೂತ್ರವು 
UT ಎಂಬ ಗುಣಲಬ್ದ ದ ೧ ಅಂತರಣಗಳಿಗೆ ಹೊಂದುವುದಾದರೆ, ಅದು 

+ 1 ಅಂತರಣಗಳಿಗೂ ಹೊಂದುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲದೆ n = 1 ಆದಾಗ ಈ 
ಸೂತ್ರವು ಹೊಂದುತ್ತದೆಯೆಂದು ಮೇಲೆತೋರಿಸಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಅನು 
ಪ್ರೇರಣಾನುಸಾರವಾಗಿ ಸೂತ್ರವು ಸಾಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿತು. 

* ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. Y = * ಸೈನ್ ಆದರೆ , 9 ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಲೈಬಿಸನ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯ ಪ್ರಕಾರ , 
Yo = * ಸೈನ್ (x + ng )+1-2 ಸೈನ್ (x +n-15 ) 


- 


+M1 
).2-ಸೈನ್ (a+n- 25). 


2. Y = xe೩. ಆದರೆ , 

* 
೪ = vaà3 + 1 .3²- at - tex + 


( 


- 1 ) . 

6x • Q1 -²à3 


2 ! 


( 7 - 1 ) 

3 ! 


- 2) 6 . on - . .. 


+ 


* 3 . - ** ೪ + 39 + ೪ = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ೪ ಸಲ 
ಆಂತರಿಸಿ.. 
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- mn - 1) . . 
( w* ೪ ) = xyn + + ೧ • • 9n + + 

n ; 
( my ) = 

Yu + + 1ya 


ಈ ಮೂರು ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನೂ ಸಂಕಲಿಸಿದರೆ, 

* Yo + + (2n + 1) xYj +j + ( n + 1 ) ) = 0, ಉತ್ತರ. 
4 . Y = ಸೈನ್( ಸೈನ್ -1 ) ಆದರೆ , ಎ . 

(1 - ²) - mys + my = 0, 
ಮತ್ತು (1 - x²) Yo+ - ( 20 + 1)xYo+j + (m² – ) Ya = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. . 

- m mm / ( 1 - Y*) 
- 9 = ಕಾಸ್ ( nಸೈನ್ ) - 1 - 2) = (1 - 2) - 
. . (1 – ²) ² = 2m2 – my² . 
ಪುನರಂತರಣದಿಂದ 

(1 - x²) 299 - 2xY² + 2myy = 0 
... (1 - x²) … - MY + my = 0 . 

ಈ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಸಲ ಅ೦ತರಿಸಿದರೆ , 
[(1 – ) 9n + + n ( - 2x) u+j+ ಈ + ( - 2) 
– ೫yn +1 - Yo 

+ my ] = 0 
ಎಂದರೆ,(1 - a ) n+: - ( n + 1 ) aya+j + ( rn2 – n ) = 0 . 

5 . ವಾಂಡರ್‌ನಾಂಡೆಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ( Vandermonde's 
theorem ) . 


96 . 


ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


m ಮತ್ತು 1 ನಿಜಾಂಕಗಳಾಗಿಯ , 1 ಧನಪೂರ್ಣಾಂಕವಾ 
ಗಿಯೂ ಇದ್ದು m ( an - 1 ) m - 2)....(? – 1 + 1 ) ಎಂಬ ಗುಣ 
ಲಬ್ದವನ್ನು ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸಿದರೆ , ಆಗ 
( m + ) = m + C - 2 + Cm - + ... 

+ G + ... + ' (i). 
ಸಾಧನೆ : xn +n – um • un 
ಎಂಬ ನಿತ್ಯ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಜನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 1 ಸಲ ಅ೦ತರಿಸಿದರೆ , 
ಲೈಬಿ ಸನ ಸಂಸಿದ್ದಿಯಿಂದ, 
( m + ) +n = [ winpu + rCm _ xn-r + non 

+ Cin - cm -r +2, nach -2 + ...... 
+ rCm - um=1+) • ಖಿ + .... 

+ xnxn - ] 
ಇದರಲ್ಲಿ ಎರಡು ಕಡೆಯ = 1 ಹಾಕಿದರೆ , ಸಮಿಾಕರಣ (1) ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ. 


N 


ax a²a7 da ) 


0 


* 


ಅಭ್ಯಾಸ 3 
1 . 

- dy² " d ' d = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
2 . y = ಟ್ಯಾನ್ (೩ + ೪) ಆದರೆ , 

dy - 2 

- dp³ - 5 ( 1 + y°) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
- 3. (i) ax' + 2hay + by = 1 ಆದರೆ , 

dy h² - ab 

- dx² = (hc + by ತ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 


.. 
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( 11 ) dc + 2hXY + by² + 2gx + 2fg + C = 0 ಆದರೆ , 

day abc + 2b gh - af: – bg2 – cha 

dxc2 = ( hex + by + f ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
4 . Y = ಕಾಸ್ - ಆದರೆ , 

- XY ' - Y' + 4 *೪ = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
5. ಟ್ಯಾನ್ Y = ೫ ಆದರೆ, 

( 1 + **) + 2xY = 0 : 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
6 . = ಕಾಸ್nt + 6 ಸೈನ್nt ಆದರೆ , 

d²x 


at2 = – 


² 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

7. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ 1 ನೆಯ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 
_ + 1 

x2 + 1 
1) ( - 2) - 3) ) ii) ( C - 1)( a - 2) 
iii) ಟ್ಯಾನ್ಎ ಚ್ 1x ; iv ) ಲಾಗ್ ( a + 6) ; 

( 2x + 3) 
ಲಾಗ್ (30 + 2) ; vi ) ಸೈನ್ಯ ; 
vii ) ಸೈನ್ 2 ಸೈನ್3x ; viii ) ಕಾಸ°3 ಕಾಸ್‌ಎಚ್4x; 
ix ) ( ಕಾಸ್ )² ; x) ( *) . 
8, 9 = x²ex ಆದರೆ, 

Ya = n (1 - 1 ) – ( - 2 ) + } ( ೧ - 1 ) - 2 ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
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11. 


f = 0 


9, D ( ಸೈನ್x) = P ಸೈನ್x + Q ಕಾಸ್ ಆದರೆ, 
P ಮತ್ತು Q ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

10 . ಟ್ಯಾನ್¢ = ಆದರೆ, 

D ಟ್ಯಾನ್ - c = ( - 11-17 - 1 ) ! ಸೈನ್" , ಸೈನ್nd 
ಎಂದು ಅನುಪ್ರೇರಣೆಯಿಂದ ( induction ), ಅಥವಾ ಇತರ ರೀತಿ 
ಯಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿ . 

Cab**ಸೈನ್ ba + c+ = " ) 

= ( + 6²)'/'ಸೈನ್ bx + c + n ಬ್ಯಾನ್ ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
12, 2 = ಸೈನ್nux + ಕಾಸ್ nix ಆದರೆ , 

Y = n [1 + ( - 1) ಸೈನ್ 2nx ]+ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

13. Y = ಸೈನ್ಎಚ್ ( nಸೈನ್‌ಎಚ್ - n) ಆದರೆ, 

( 1 + ) ೪n + + ( 2n + 1) xyn + + ( p – m°) ya = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

14 . Y = (ಸೈನ - 1x )² ಆದರೆ, 

( 1 - ²) Yu + - ( 2n + 1 ) synk - Y = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
15. Y = ( ಸೈನ್x ) • (1 - x²) ಆದರೆ, 

(1 - x²) = 0Y + 1 , 
ಮತ್ತು ( 1 - ²) - ( 2n + 1 )xy – ny - = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 
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16. Y = ಸೈನ್ * ಆದರೆ , 

( 1 - X²) ೪n - ( 2n + 1 ) aya - ( ² + a²) = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

17 . ಟ್ಯಾನ್ ಲಾಗ್ = ೨ ಆದರೆ , 

( 1.+ x² )90 + + ( 2nಮ್ - 1 ) ya + ( - 1 )Yo - = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


18. ಕಾಸ್ -(8) = ಲಾಗ್ಸ್ 


" ಆದರೆ, 


ww+ + ( n + 1 ) Yo + + 2ny = 0 . 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
19 . Y = [ + 4 (1 + x2) ಆದರೆ , 

( 1 + ²) + XY , — my = 0 , 
ಮತ್ತು ( 1 + x2 Ye + + ( 2n + 1 ) xYe + + ( n² – m ) Yo = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


20 . Y / w + 91/ m – 2 ಆದರೆ , 

( x - 1 ) = mºgº, ( x - 1 ) x + x = mºt , 
ಮತ್ತು ( x2 - 1 ) Yo + + ( 2n + 1 ) XY + + ( 2 - 1³) 9 = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

21. y = A FIyenx + Bij Jonx + Qoxa + aqxn-1 

+ ೧೦ + ೧ ಆದರೆ, Yo + + not = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
22. 9 = 0 ಕಾಸ್ ಲಾಗ್x + 6 ಸೈನ್ ಲಾಗ್ ಆದರೆ , 

* ) + ೫೨ + = 0, 
ಮತ್ತು Cu+ + ( 2n + 1 ) ) + + ( + 1 ) ಒ = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
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- 1 


23 . 4 = D ( xn =1 ಲಾಗ್x ) ಆದರೆ, U = ( - 1 ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಅದರಿಂದ = ( n - 1 )!/ x ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, 

24 , 4 = D ( wn ಲಾಗ್ ) ಆದರೆ, 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , ಅದರಿಂದ 


1 = 1 ! ಲಾಗ್x 


+ 1 + 8 + 8 + ... + 


ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ . 


ಅಧ್ಯಾಯ IV 
ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿಗಳು 

(mean value theorems) 
4 .1 . ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ( Rolle's theorem ), 

< < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f( x ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , < x < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ, f '( ) ಇದ್ದು , 
f(a) = f (6 ) ಆದರೆ , ಆಗ 

f'( €) = 0 , < < b , 
ಆಗುವಂತೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ ೩ = ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆ 
ಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ, 

ಸಾಧನೆ : Q = X < b ಎಂಬ ಆವೃತಾವಧಿಯಲ್ಲಿ f ( ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
ವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಈ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ, . f( x ) ಗೆ M ಮತ್ತು ಎಂಬ 
ಉತ್ ಮತ್ತು ಅಧೋ ಬಂಧನಗಳಿರುತ್ತವೆ ; ಮತ್ತು ಈ ಬಂಧನಗಳನ್ನು 
f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದುಸಲವಾದರೂ ಹೊಂದುತ್ತದೆ 
( 81.31 ). 

ಒಂದು ಪಕ್ಷ , M = 17 ಆದರೆ, ಆಗ ದ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಜನ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ f( x) ನ ಬೆಲೆ M ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯಾಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ xನ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬೆಲೆಗೂ f ' ( c ) = 0 ಆಗುತ್ತದೆ. ಗೆ 
a < < b ಆಗುವಂಥ ಯಾವ ಬೆಲೆಯನ್ನಾದರೂ £ ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಬಹುದು, ಆದ್ದರಿಂದ M = 12 ಆದಾಗ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ಸಾಧನೆಯಾಯಿತು. 

in ಈಗ M = 11 ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. fa) = } (6 ) 
ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, M ಮತ್ತು ಗಳ ಪೈಕಿ ಒ೦ದಾದರೂ 
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f( a) ಅಥವಾ f(6) ಗೆ ಸಮವಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ. M = fe) # fla ) 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ Q < < b ಎಂಬುದು ಸ್ವಗೋಚರವಾ 
ಗಿದೆ . 4 < < b ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ | '( ) ಇದೆಯೆಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವು 
ದರಿಂದ f '( ) ಇರುತ್ತದೆ. ಈಗ f '( ೬) = 0 ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 

_ f ( ) = ಪರಿಮಿತಿ/ (E + h ) - f ( 4) 

- > 0 h . 
h ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು ಸೊನ್ನೆಯನ್ನು ಬಲಗಡೆಯಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸಿದಾಗಲೂ , 
ಎಡಗಡೆಯಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸಿದಾಗಲೂ , ಈ ಪರಿಮಿತಿಗೆ ಒಂದೇ ಬೆಲೆ ಇರ 
ಬೇಕಷ್ಟೆ . ಈಗ M ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯು f ( x) ನ ಉದ್ದ೦ಧನವಾದ್ದರಿಂದ 
h ನ ಬೆಲೆ ಏನಾದರೂ 

F + h) - fd = 0. 


o anh 


ಮತ್ತು 


f ( + h) - (*) 20, h > 0, 
_ f - h) - ( , h > 0. 
F(E + h) - ) 20 , 


- 


- h 


. 


ಪರಿಮಿತಿ : 


- h + 0 + 

h 
ಮತ್ತು ಪರಿಮಿತಿ / - h) - fe) 
- h - 0 - 

hು 


f - h ) - ( - 0. 


ಇವೆರಡು ಪರಿಮಿತಿಗಳಿಗೂ ಒಂದೇ ಬೆಲೆ ಇರಬೇಕಾದರೆ, ಆ ಬೆಲೆ 
ಸೊನ್ನೆಯೇ ಆಗಬೇಕು. ಎಂದರೆ, f ( 8) = 0 . 

( ) = 1 + f( a ) ಅದಾಗಲೂ ಹೀಗೆಯೇ . 

4.11 . ರೇಖಾರ್ಥ ವಿವರಣೆ ( geometrical in 
terpretation ). 

೨ = f( x ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 0 < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದು 
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ವಿನಲ್ಲೂ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಹೊಂದಿದ್ದು , KA, LB ಎಂಬ ಅಂತಿಮ 
ಲಂಬಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ ( ಆಕೃತಿ 4 -- 1 ), ಆಗ AB, ಎಂಬ ಅ೦ತಿಮ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲದ P 
ಎಂಬ ಇನ್ನು ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಾದರೂ 
fu)ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೆ ಖೆ ಯು OX 
ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತ 
ರ ದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆಯೆಂ 
ಬು ದೆ ಲ್ 
ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ರೇಖಾ 
ರ್ಥ ? ಬಿಂದುವಿನ 
ಹಾಗೆಯೇ Q , R 


ಆ9 


*... 


೩ . 


ಆ 


ಬಿಂದುಗಳೂ ಇರಬಹುದು . fix ) ರೇಖೆಗೆ A , B ಎಂಬ ಅಂತಿಮ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿರಬೇಕಾದ ಪ್ರಮೇಯವಿಲ್ಲ . 

ಮೇಲಿನ ಸಂಸಿದ್ದಿಯಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳು ಯಥಾ 
ಸನ್ನದ್ದವಾದುದೇ ಹೊರತು ಆವಶ್ಯಕವಾದುವಲ್ಲ (sumcient but 
not necessary): ಈ ಅಂಶವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆ 
4ರಲ್ಲಿ ಸ್ಪಷ್ಟ ಪಡಿಸಿದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 , = x ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ( - 1 , 1 ) ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ . ೬ ನ ಬೆಲೆ 
ಸೊನ್ನೆ, ಆದರೆ ( 1 , 2 ) ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯು 
ಸಿದ್ದಿಸುವುದಿಲ್ಲ ; ಏಕೆಂದರೆ, f(1 ) 2), ಆಕೃತಿ 1 - 1 ನೋಡಿ. 
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2 . ( < X < ! ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 0 < / } ಆದಾಗ f ( x ) = X , 
< 121 ಆದಾಗ f ( ) = 1 - X ಆದರೆ , X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೂ 

f '( c) ಶೂನ್ಯವಾಗುವು 
ದಿಲ್ಲ . ಏಕೆಂದರೆ, ೫ = } 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ( c) ಇಲ್ಲ 
( ಆಕೃತಿ 4 - 2). 


3 . – 1 < < 1 
ಎ೦ಬ ಅ ವ ಧಿ ಯಲ್ಲಿ 
- 1 < < 0 ಆದಾಗ 
f ( x ) = - - 1 , 

0 < < l , ಆ ದಾ ಗ . 
ಆಕೃತಿ 4 - 2 

f ( x ) = - + 1 
ಆದರೆ, ಜನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೂ f'( ) ಶೂನ್ಯವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. * = 0 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಛಿತಿಯಿದೆ. ( ಆಕೃತಿ 4 - 3), 


4 . - T < < . 
ಎ೦ಬ ಅ ವ , ಯ ಲ್ಲಿ 
f - 7 ) = - 1 , 
- T < < 0 ಆ ದಾ ಗ 
f( ) = - 2 , 0 < < 
ಆ ದಾ ಗ f ( x) = ಸೈನ್x 
ಎ೦ಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
( ಆಕೃತಿ 4 - 4) ರೋಲ್ 
ಸ೦ ಸಿ ದ್ವಿ ಯ ಯಾ ವ 
ನಿಯಮವನ್ನೂ ಪಾಲಿ ಸು 
ವು ದಿಲ್ಲ , ಏಕೆ೦ದರೆ , 


ಆಕೃತಿ 4 - 3 
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X = - ಗೆ ಎಂಬಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಚಿ ತಿ ಇದೆ, = 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ f '( ) ಇಲ್ಲ , 
ಮತ್ತು F – ) # f( " ). ಆದರೂ ೮ = ೧/ 2 ಎಂಬಲ್ಲಿ f ( m) 


( - T - 1) 

- ಆಕೃತಿ 4 - 4 
ಶೂನ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ, ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳು 
ಯಥಾ ಸನ್ನದ್ದವಾದುವೇ ಹೊರತು ಅವಶ್ಯಕವಾದುವಲ್ಲ. 


5 . f( x ) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಹುಪದಿಯ ( Polynomial ) 
ಎರಡು ನಿಜ ಶೂನ್ಯಗಳ ( ನಿಜ ಮೂಲಗಳ, real zeros, real 
roots ) ನಡುವೆ f '( x) ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ನಿಜ ಶೂನ್ಯವಾದರೂ 
ಇರುತ್ತದೆ, 

ಇದುರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದ ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. 
* 4 . 2. ಪ್ರಥನು ಮಧ್ಯವುಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿ - ಲಗ್ರಾಂಜ್ 
Bot ( the first mean value theorem - Lag 
range' s form ) . H 
- a < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f(x) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f '( ) ಇದ್ದರೆ , 
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- f (6) = f( a ) + ( b - a ) f '( ೬), < < b , .... (i) 
ಆಗುವಂತೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ ೩ = ೬ ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆ 
ಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 


ಸಾಧನೆ : a < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

F(*)= f(6)= fc )- - P, ... (A) 
HORS (where ) P = f(b ) - f(a ), 
ಎಂಬ ಒಂದು ಸಹಾಯಕ ಆನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ( auxiliary 
function ) ನಿರ್ಮಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ 
. ಈ ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
assb ಅವಧಿಯಲ್ಲಿರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸು 
ತದೆ, ಏಕೆಂದರೆ, fc) ಗೆ ದತ್ತವಾಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಂದ F ( 2 ) 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು Q < < b ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ, 
a < x < b ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ F '( c ) ನ್ನು ಉಳ್ಳದ್ದಾಗಿದೆ, ಮತ್ತು ( A ) 
ಇಂದ F ( 4 ) = F (6 ( = 0). ಆದ್ದರಿಂದ ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ 
ಪ್ರಕಾರ 

F ' ( 8) = 0 , < < b , 
ಆಗುವಂತೆ = $ ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 
ಈಗ ( A ) ಯ ಅಂತರಣದಿಂದ 

P . 
F'(=) = - f'( )+ 

* 6 - a 


P 


.. F'( ) = - f'(3) + 6 = = 0. 

P = (5 - 1)/ ( ). 
ಎಂದರೆ, f (6) = f (a) + (b - a )f ( ), a < < b . 


ಅ೦ತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


107 


- ಟಿಪ್ಪಣಿ : 6 - Q = ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, ಆಗ b = 0 + h 
ಮತ್ತು = U + Oh , < 8 21 (ಆಕೃತಿ 4 - 5) ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ. 


* ಕೃತಿ 4 -5 
ಆದ್ದರಿ೦ದ ಸವಿಾಕರಣ (1) ನ್ನು 

, 
- f (@ + h ) = f ( d ) + hj '(a + Bh), 0 < < 1 , 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 

* ಈ ಸಂಸಿದ್ದಿಯಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳು ಯಥಾ ಸನ್ನದ್ದ 
ವಾದುವೇ ಹೊರತು ಅವಶ್ಯಕವಾದುವಲ್ಲ . 

4 . 21 , ರೇಖಾರ್ಥ ವಿವರಣೆ ( geometrical inter 
pretation ). 
… 4 .2 ರ ಸವಿಾಕರಣ (1) ನ್ನು 

f6) - fa). 

b - = f ( ), < < b .... ( ii) 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ. 


* ಈಗ ಆಕೃತಿ 4 - 6 ರಲ್ಲಿ 
KA = f( a ), LB = {( 6); 
². CB = f( 6) - f( a), 
ಮತ್ತು AC = KL = b - d . 

' ( ii ) ರಲ್ಲಿ ಎಡಭಾಗವು 
ಟ್ಯಾನ್ / CAB , ಎಂದರೆ - 
AB ಛೇದಕದ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವಾ 
ಗುತ್ತದೆ, 


ಆಕೃತಿ 4 - 6 
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ಮತ್ತು ಬಲಭಾಗವು PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತ , 

.. AB || PT ಎಂದರೆ , fix) ರೇಖೆಯು ಪ್ರಥಮ 
ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸಿದಾಗ, PT 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು A , B ಎಂಬ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ 
AB ಛೇದಕರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವಂತೆ, A , B ಗಳಲ್ಲದ 
P ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬಿಂದುವಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
f( x) = ( x + 1 ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ( 0 , 1 ) ಎಂಬ 
ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾದ 
೯ ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ಅ೦ತಿಮು ಬಿಂದುಗಳು AO, 0) , B1, 2) : 

². AB ಛೇದಕದ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು 2. 
ಇದು f'(4) ಗೆ ಸಮವಾಗಬೇಕು. 

. . 32 + 2 = 2. 
ದತ್ತ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಈ ಸಮಿಾಕರಣಕ್ಕೆ ಹೊಂದುವ ಬೆಲೆ 

= (47 - 1 /3 


4. 22 . ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿ – ಕೌಷಿ 
ರೂಪ (the first mean value theorem 
Cauchy ' s form ) . 

Q5X < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f'( ) ಮತ್ತು 4( c) ಎಂಬ 
ಎರಡು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು d < < b ಎಂಬ 
ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f'( a ) ಮತ್ತು ¢'( x) ಇದ್ದು , ¢ (3) # 0 ಆಗಿ , 
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f '( ) ಮತ್ತು 4 ( ) ಗಳು X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೂ ಜೊತೆಯಲ್ಲಿ 
ಅನಂತವಾಗದಂತಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
f6) - f( a ) _ f '( ) 

< b , 

( ೬ ) , 0. < 
¢ ( 6 ) - ( a ) + ' ( ೯) ” “ 
ಆಗುವಂತೆ x ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ ೫ = ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆ 
ಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 

ಸಾಧನೆ : ¢'( ) 0 ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ ¢ ( 6 ) 
# 6( a ) ; ಏಕೆಂದರೆ , ¢ ( 6) = 4 (a ) ಆದ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ ರೋಲ್ 
ಸಂಸಿದ್ದಿಯಿಂದ 6'( 8) = 0, Q < < b, ಆಗಲೇಬೇಕು. ಈಗ 
Q5X < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
- F (a ) = ( ) - Ad(x), 

- f(6) = fa)| 
ಸಂಗತ A = 

( 6 ) - 4 ( a ) ' s 
ಎಂಬ ಒಂದು ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ 
ಆಗ F ( @ ) = F ( 6) ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಹಾಗೂ , ದತ್ತ ನಿಬಂಧನೆ 
ಗಳಿಂದ F ( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ಎಲ್ಲ ನಿಯಮ 
ಗಳನ್ನೂ ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 

- F'( ) = 0 , < < b , 
ಆಗುವಂತೆ ಗೆ x = $ ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ 
ಇರುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ , 

f'( ) - A¢'( ) = 0, < < b , 
ಎಂದರೆ , 

f( b ) - f( a ) _ f ( ) 26, 

* 4 (b) - 4 (a ) + (4) ' ® 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ : ( 1) ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ 
ಲಗ್ರಾಂಜ್ ರೂಪದ ಪ್ರಕಾರ 


D. 
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f(6) - f(a) = (b - a) f' ) , < < b, 
ಮತ್ತು 4 (6) - 6(a ) = (b - ( ಎ), d < < b ; 
ಭಾಗಹಾರದಿಂದ 

f( 6 ) - fa) f ( ) 
(6 ) - 6( @) = , 

12b 

< < b 
ಆದರೆ ಕೌಷೀ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಅಂಶದಲ್ಲ ಛೇದದಲ್ಲ ೬ ಗೆ ಒಂದೇ ಬೆಲೆ 
ಇರುತ್ತದೆ, 
a ( 2) b - Q = h ಹಾಕಿ, ಕೌಷೀರೂಪದ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 

f ( a + b) - f(a ) _ f (a + Oh ) 

_ 4 ( a + ) - 4 ( a ) ' ( + 86) , < < 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು, 

( 3) 4( x ) = ಹಾಕಿದರೆ , ಕೌಸೀರೂಪವು ಲಾಂಜಿ 
ರೂಪಕ್ಕೆ ಇಳಿಯುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
… 4 . 22 ರ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 

f6) - @ ) = €f ( ) ಲಾಗ್ (b/ a ), d < < b , 
ಆಗುವಂತೆ ೯ ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 

- … 4 : 22 ರಲ್ಲಿ 4( c) = ಲಾಗ್ X ಹಾಕಿದರೆ ಈ ಫಲವು 
ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

4 . 23 . ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಗಳು - ಲ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ 
ಸೂತ್ರ (indeterminate forms - LPHospitals 
rule ). 


ಅ೦ತೆರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


11j. 


ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಗಳ ವಿಚಾರವನ್ನು ಈಗಾಗಲೇ 81 . 56 ರಲ್ಲಿ 
ಪ್ರಸ್ತಾಪಿಸಿದೆ. ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಗಳು ಸಂಭವಿಸಿದಾಗ ಪರಿಮಿತಿ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಎಂಬಾತನು ಒಂದು 
ಸೂತ್ರವನ್ನು ಕೊಟ್ಟಿದ್ದಾನೆ. ಅದೇನೆಂದರೆ, 

fc), 4 ( c) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( - 7, a) ಮತ್ತು 
( ೩ , ೧ + n) ಎಂಬ ಎರಡು ಅವಧಿಗಳಲ್ಲೂ ಕೌಸೀ ರೂಪದ 
ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಗೆ ಒಳಪಟ್ಟಿದ್ದು , 
೩ -> 0 ಆದಾಗ f ( m) > 0 , 4( x) > 0 ಆಗಿ, [ '( m)/ +'( x) ಗೆ 
ಒಂದು ಪರಿಮಿತಿ ಇರುವುದಾದರೆ , ಆಗ 


ಪರಿಮಿ . ( x ) 


> g e ( ) – ಪರಿಮಿತಿ | '( x ) 


ಸಾಧನೆ ; ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ದೆಸೆಯಿಂದ fa) = 0 = 4( a ). 
ಈಗ 8 4 :22 ರಿಂದ 

f( x) f( x ) - fa) f' ( 

4 ( c) 4( ) - 6( a) * 4 '( 8) 
ಆಗುವಂತೆ ಮತ್ತು ಖಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ೯ ಇರುತ್ತದೆ. > ಆದಾಗ, 

>> 0 ಆದ್ದರಿಂದ ಲ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರವು ಸಾಧಿತ. 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ : ( 1 ) ಈ ಸೂತ್ರವು0/ 0 ಎಂಬ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಕ್ಕೆ 

ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ, f ( x )/ 4'( m) ಎಂಬ ಧಾರಣರಾಶಿಯು 0 ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ 0/0 ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, > ಆದಾಗ ಅದರ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಸೂಕ್ತ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಸೂತ್ರವನ್ನು 
ಪುನರಾವರ್ತಿಸಬಹುದು. 


( 2) f ( x) 4 ( ) ಎಂಬ ಧಾರಣರಾಶಿಯು 4 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
- 0 / ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದಾಗಲೂ ಇದೇ ಸೂತ್ರವು ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಹೇಗೆಂದರೆ , 


ಪರಿಮಿತಿ ( * ) – ಪರಿವಿ 1 / ² ( ) 


( *) 


[ 0 ] . 


[ 0 ] . 


2q ( m ) – ಪರಿಮಿತಿ 


= ಪರಿಮಿತಿ 

[4 ( ) [ f(x )] 
X > | L 

[ F( *) 1² ¢ ( ) 
Le( x) | ' f '( ) 


T + Q | 


= ಪರಿಮಿತಿ | J ( * ) ] 4'( x ) . 
XQ L¢'( ೩ ) | f ( x 


= ಪರಿಮಿತಿ ( c ) 

- > q + ' ( ) 


( 3) ಇತರ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪಗಳನ್ನು ( 8 1 56) , 
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಉದಾಹರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ , 0 / 0 ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ 
ಪರಿವರ್ತಿಸಿಕೊಳ್ಳಬಹುದು. 

- ( 4) ಈ ಸೂತ್ರದ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ ಹೆಚ್ಚಿನ ವಿವರ 
ಗಳಿಗೆ A . P. R . V . ಯಲ್ಲಿ 89 , 221 , ಪುಟ 176 - 179 ನೋಡಿ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
- 1 , + 1 ಆದಾಗ, ( 2x3 - 3x + 1 )/( 3c – 5x + 2) 
ನ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

x = 1 ಹಾಕಿದರೆ , ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 0/ 0 ಎಂಬ ರೂಪವನ್ನು 
ಹೊಂದುತ್ತದೆ. : ಲ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ 

2cತಿ - 3x + 1 
ಪರಿಮಿತಿ 
1 3 0 * 2 

* 15 – 15² 
1 1 


3 – 5² + = ಪರಿಮಿತಿ Dr – 6x 


- 8] 
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ಇಲ್ಲಿ ಬಲಗಡೆ ಇರುವ ಧಾರಣರಾಶಿಯಲ್ಲಿ = 1 ಹಾಕಿದರೆ, ಅದೂ 0/ 0 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಲ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದ ಪುನರಾವರ್ತನೆಯಿಂದ 
ವಾಂಛಿತ ಪರಿಮಿತಿಯು 


ಪರಿವಿ 123 - 6 
* ವ 6On - 30 


ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಗೆ ಸಮ . ಇಲ್ಲಿ x = 1 ಹಾಕಿ ; ಪರಿಮಿತಿಯು ಬೆಲೆ 1 / 5 . 


- ಕಾಸ್ ಎಚ್X – 1 + ಲಾಗ್ ( 1 - x ) + ** 
2 . ಪರಿಮಿತಿ- 

* 2:3 
+ 1 
ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

$ = 0 ಹಾಕಿದರೆ , ದತ್ತ ಧಾರಣರಾಶಿಯು 0/ 0 ಎಂಬ ರೂಪವನ್ನು 
ತಾಳುತ್ತದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ 
* ದತ ಪರಿಮಿತಿ - ಪರಿಮಿತ ಸೈನ್ಎ ಚ್ – 1 - + 1 
x > 0 3 

[ 6] 
- 1 
ಕಾಸ್‌ಎಚ್ M - 

M ( 1 - 
- ಪರಿಮಿತಿ -- - 
X0 


6 


ಪರಿಮಿತಿ 


X > 0 
= - … , 
3 . X + 0 ಆದಾಗ , ( ಲಾಗ್ )/ x ನ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

. ಇಲ್ಲಿ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪವು ಎ / ಎ . ಆದ್ದರಿಂದ ' ಹಾಸ್ಪಿ 
ಟಲ್ ಸೂತ್ರವು ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. 
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ಲಾಗ್ * _ ಪರಿಮಿತಿ 


. . ಪರಿಮಿತಿ ಈ 

೩ = 0 * x 0 0 
4 . ಪರಿಮಿತಿ [(ಟ್ಯಾನ್x ) : ( ಲಾಗ್ ಸೈನ್.x)], [ 0] 

X - > T / 2 


= ಪರಿಮಿತಿ ಲಾಗ್ ಸೈನ್ 


, 


[0/0] 


೩ + / 2 ಕಾಮ್ 


ಕಾಟ್ 
- ಪರಿಮಿತಿ - 

- ಕಾಟ್x - ಕೋಸಕ ? ” 


2 > < / 2 


- 


- | 


= ಪರಿಮಿತಿ : 


- > n / 2 2 ಕೊಸೆಕ 


= - 1 / 2. 
0 5 , ಪರಿಮಿತಿ (ಕೂಸೆಕ್ - ಕಾಟ್ x), 

>> 0 


[ n - ] 


= ಪರಿಮಿತಿ 


) 


[0/ 0] 


X 0 ಸೈನ್ 


– ಪರಿಮಿತಿ ಇನ್ ೩ | 


ಕಾಸ್ 


- > 0 
= 0 . 


6. CT/2 ಆದಾಗ, (ಸೈನ್. ) ಬ್ಯಾನ್ * ನ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಇಲ್ಲಿ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪವು 1 * , ಈಗ 


Y = (ಸೈನ್ ಟ್ಯಾನ್ 
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ಆದರೆ, 
- ಲಾಗ್ } = ಟ್ಯಾನ್ ಲಾಗ್ಸೈನ್ ೩ , 
ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆ 4 ರಿಂದ, > 7 / 2 ಆದಾಗ ಲಾಗ್‌೪ + - . 
* Y + e -1/2, 

7 . x > 0 ಆದಾಗ, x * ನ ಪರಿಮಿತಿ ಎಷ್ಟು ? 

ಇಲ್ಲಿ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪವು 0° . ಈಗ ೪ = x ಆದರೆ , 
ಲಾಗ್ ೪ = x ಲಾಗ್ X . 

ಲಾಗ್x 

r _ 
ಪರಿಮಿತಿ ಲಾಗ್ X = ಪರಿಮಿತಿ - 
X + 0 


. 


= ಪರಿಮಿತಿ 1 / x | 
೫0 – 1 / x2 


= 0. 
ಲಾಗ್‌y > ೦. : Y > e° = 1 . 

8, 2 -³0 ಆದಾಗ, ( ಕಾಬ್ ) ಸೈನ್ * ನ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

ಇಲ್ಲಿ ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ ರೂಪವು ' ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 
Y ಎಂದು ಕರೆದರೆ, 

ಲಾಗ್ = ಸೈನ್X» ಲಾಗ್ ಕಾಟ್ 
ಈಗ, ಪರಿಮಿತಿ ಸೈನ್x - ಲಾಗ್ ಕಾಮ್ , 

[O , ] 
10. 
ಲಾಗ್ ಕಾಮ್ 

[ m / ] 
೧ ಕೊಸೆಕ್ ' 

- ಕೋಸೆಕ್* 2 )/ ಕಾಮ್ 
= ಪರಿಮಿತಿ| 

- ಕೊಸೆಕx - ಕಾಟ್ 


= ಪರಿಮಿತಿ ಕೋಸೆಕ್x ? 
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= ಪರಿಮಿತಿ ಸೈನ್ 


= 0. 
ಲಾಗ್ Y > 0. . . Y > ೬° = 1 . 
- 4 :3, ದ್ವಿತೀಯ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿ - ಲಗ್ರಾಂಜ್ 
ರೂಪ (the second mean value theorem 
Lagrange 's form ). 

X <b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f '( ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , 
QKx < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f "( c) ಆಗ 
f(6) = [(೩) + (6 – 0)F'(a) + f"( ), < <b , 
ಆಗುವಂತೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ x = ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆ 
ಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ, 

ಸಾಧನೆ : d < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

F (x) = (6) - f(x) - (b - )f'(a) - - P , 
ಸಂಗತ P = f6) - f( ) - (b - d )f ( d), . 
ಎಂಬ ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ 
. ಈ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸು 
ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ , F (6) = F ( @ ) = 0) ; < < b ಎಂಬ ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲಿ f ( x ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುದರಿಂದ f ( x ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ( $ 2 .12) , 
. F ( x) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ; < x _ b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ '( x ) 
ಇರುವುದರಿಂದ F '( x ) ಇರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 

F (6) = 0 , < < b , 
ಆಗುವಂತೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒ೦ದು … ಆದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಈಗ, 
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F'(=)= =f (x)+f'(೫)– (b- a)f"(x) + - 
. F'(8)=(6- 8 -f"( + 1 

= 0 , 
ಆದರೆ , < < b ; ... | - 40 

P _ (6 – 1 
ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು 
f(a + h} = f (d) + h ( ) + f "(a + @h), 0 < <1, 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು , 

ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ತೃತೀಯ , ಚತುರ್ಥ ಇತ್ಯಾದಿ ಮಧ್ಯಮ 
ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಗಳನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸಬಹುದು . ಈಗ 2 ನೆ ಮಧ್ಯಮ 
ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿಯನ್ನು ಸ್ಥಾಪಿಸೋಣ. ಅದು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲ್ಪಟ್ಟಿದ್ದು 
ಟೇಲರ್ ( Taylor ) ಎಂಬಾತನಿಂದೆ 


4 .4 . ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿ ( Taylor 's theorem ) 

Q < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 1-1( a ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , 
4 < < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ "(x) ಇದ್ದರೆ, ಆಗ 
( 6)= f( )+ (6– 0)f'(a)+ *f"(a)+... 


+ ( n - 1 ) ! J 


( 0) * 


! | 
Q < < b .... (i) 
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ಆಗುವಂತೆ x ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ x = ಎ೦ಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆ 
ಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ, 

ಸಾಧನೆ : Q = X < b ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
F(a ) = f (6) - f(x) - (b - x)f'(x )- " f "(x) 


- ... 


( 6 – ) -1 


ಸಂಗತ 


_ P = f(6) - f ) - (b - a) f'(a ) 


* 


( b - - x 


11 


( 7 - 1 ) | 


T - 1 ( 4 ) , 


ಎಂಬ ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ನಿರ್ಮಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ 
. ಆಗ 
F ( 6) = F ( @ ) = 0 , 0 < < b ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 11 -1( ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ 
ವಾದ್ದರಿಂದ f - ( s), f1 -3(x ), . . . , f ( x) ಎಲ್ಲವೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ; 
ಆದ್ದರಿಂದ F ( ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ, Q < x < b ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f "( x ) ಇರು 
ವುದರಿಂದ F '( x) ಇರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ F ( c) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
ರೋಲ್* ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ನಿಯಮಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 

F'(€) = 0, a < < b , 
ಆಗುವಂತೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒ೦ದು … ಆದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಈಗ 


F(2)= (5-1) (a)+ 16- . 
.::F'( )=(6 ) [ G + : P]. 
ಆದರೆ q < < b ; . . b # . 

P- 6- f ( ). 
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ಟಿಪ್ಪಣಿ: ( 1 ) ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾದ F ( x ) ನ್ನು 
ರಚಿಸುವ ವಿಧಾನ : ಸಮಿಾಕರಣ ( i ) ರಲ್ಲಿ ಬಲಗಡೆ ಕೊನೆಯ ಪದದ 
ಹೊರತು ಉಳಿದ ಎಲ್ಲ ಪದಗಳನ್ನೂ ಎಡಗಡೆಗೆ ವರ್ಗಾಯಿಸುವುದರಿಂದ 
P ದೊರೆಯುತ್ತದೆ ; P ಯಲ್ಲಿ a ಗೆ ಬದಲು ೫ ಹಾಕಿ, 6 - 

– ( b - x 2 
P ಯನ್ನು ಸೇರಿಸುವುದರಿಂದ F( ) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

(2), b – 4 = h ಹಾಕಿ, ಸಮಿಾಕರಣ (1) ನ್ನು 
f(a + b) = f(d)+ hf (d)+ 5 (a)+ . .. 

+ in 
-l(a)+ f (a + h),೧ < j<1, 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು . 


- ಮೊದಲನೆಯ 7 ಪದಗಳ ಆಚಿನ ಶೇಷ ( remainder 
after the first n terms) . 

ವಿಸ್ತರಣೆ ( expansion ) ( i) ರಲ್ಲಿ ಬಲಗಡೆ ಕೊನೆಯ ಸದಕ್ಕೆ 
ಮೊದಲನೆಯ 1 ಪದಗಳ ಆ ಚಿನ ಶೇಷನೆಂದು ಹೆಸರು . ಈ ಶೇಷಕ್ಕೆ 
R , ಎಂಬುದು ಸಂಕೇತ. ಹೀಗೆ 

* ( b - 4 ) 
R 

== 

n f * ( ೯) , 0 < < b , 
- in 
- 1 " + Bh ) , 0 < 8 < 1 . 


ಇದು R ಎಂಬ ಶೇಷದ ಲಾಂಜ್ ರೂಪ, 

ಈ ಶೇಷಕ್ಕೆ ಇತರ ರೂಪಗಳೂ ಇವೆ. ಮೇಲಿನ ಸಾಧನೆಯಲ್ಲಿ 
ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 


12 ) 


೮ ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


F(x) = (6) – j ( ) - (b - x )| (x) - .... 
( b - xn-l 

( b - 1 ) 
in - 1 ) ! 

( b - a ) - ೨ 

( P ಪೂರ್ಣಾ೦ಕ, nan), 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 

h "( 1 - 0) 
R = " f (@ + Bh ), 0 < < l , ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಇದಕ್ಕೆಸೈಮಿಲ್ಸ್ ರೋಷಿ ರೂಪ (Schlomilch - Roche 
form ) ಎಂದು ಹೆಸರು. ಇದರಲ್ಲಿ = 1 ಹಾಕಿದರೆ ಲಗ್ರಾಂಜ್ 
ರೂಪವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು = 1 ಹಾಕುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುವ 

h "( 1 - 0) -1 
Kn = ( m - 1 ). F *( + Bh), 0 <81, 
ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ ಕೌಷಿ ರೂಪ( Cauchy'sform ) ಎಂದು ಹೆಸರು . 


ಮತ್ತೆ 


ಸಂಗತ h 0 ಆದಾಗ, E > f ( d ), 
ಎಂಬುದು Rನ ಯಂಗ್ ರೂಪ( Young's form ): ↑ "( x) 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಈ ರೂಪವು ಲಗ್ರಾಂಜ್ R ನಿಂದ ಸಿದ್ಧಿಸುತ್ತದೆ. 
ಆದರೆ fi( c) ಅವಿಚ್ಚಿ ನವೆಂಬ ಹೊಸ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಹಾಕದೆಯೇ 
ಇದನ್ನು ಸಾಧಿಸಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ : 
# k = (a + b) - (@) - htf '(a ) - ... - 1fn- (a ), 


- ( n - 1 


ಮತ್ತು 


4A)- 
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ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ 

¢(0) = 6'(0) = d '( 0) = ...' = ¢1 -1( 0) = 0 , 
ಮತ್ತು ( 0 ) = '( 0 ) = } '( 0) = ...' = {n -1( 0) = 0 . 
ಅಲ್ಲದೆ, 

6 -1(h ) = f - ( a + h) - f1-1(a), 
ಮತ್ತು 2-1(h ) = h . . 


ಪರಿಮಿ # 1(F) 
h - > 0 * * 

n-l = f (d). 


ಆದ್ದರಿಂದ ಲ' ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದ ಪ್ರಕಾರ 

ಪರಿಮಿತಿ = f (a). 


h - 0 


( ) 


ಎಂದರೆ ಯಂಗ್ ರೂಸವು ಸಾಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿತು. 


ಮಕ್ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆ ( Maclaurin 's expan 
sion ) . 
- f ( a + b ) ನ ಟೇಲರ್‌ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ 1 ಗೆ ಬದಲು 2 ನ್ಯೂ , 
a ಗೆ ಬದಲು ಸೊನ್ನೆಯನ್ನೂ ಹಾಕುವುದರಿಂದ ಲಭಿಸುವ ವಿಸ್ತರಣೆಗೆ 
ನಕ್ ಲಾರಿನ್ ನಿಸ್ಕರಣೆ ಎಂದು ಹೆಸರು . ಶೇಷವನ್ನು ಲಗಾಂಜ್ 
ರೂಪದಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಾಗ f ( x) ನ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆಯು 


f (x) = f (0) + af'(0) + "(0) + ... 


xt -1 


+ ( - 1 ) 


-(0 )+ s: / (da ), 0 < < 1, 
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ಆಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ h ಗೆ ಬದಲು » ನ್ಯೂ , ೧ ಗೆ ಬದಲು ಸೊನ್ನೆ 
ಯನ್ನೂ ಹಾಕಿ, R , ಎಂಬ ಶೇಷವನ್ನು ಇತರ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯ 
ಬಹುದು. 

n > a ಆ ದಾರ R , » 0 ಆದರೆ, ಟೇಲರ್ ಮತ್ತು ಮೇಕರ್ ಲಾರಿನ್ 
ಶ್ರೇಣಿಗಳನ್ನು ಅನಂತ ಪರ್ಯಂತ ( to infinity ) ಮುಂದುವರಿಸ 
ಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. ದ್ವಿಪದಿ ಶ್ರೇಣಿ ( the binomial series). 

f ( ) = (1 + ) ಆದರೆ , f '( ) = 7( 1 + xn-1, 
f "( ) = { n - 1) (1 + x ) -2, ಇತ್ಯಾದಿ. . . f ( 0) = 1 , 
f '( 0) = 7 , f "( 0) = { n - 1 ), ಇತ್ಯಾದಿ. ಆದ್ದರಿಂದ ಮೆಕ್ 
ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯ ಪ್ರಕಾರ, 

n ( n - 1 ) 
(1 + x)" = 1 + 1 + 121 

* 1 . + , ] | | 
| | | ಆದಾಗ, R > 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
( A . F . R . V . ಯಲ್ಲಿ ಉದಾ. 4 , ಪುಟ 186 ನೋಡಿ.) ಈ ಶ್ರೇಣಿಗೆ 
ದ್ವಿಪದಿ ಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು . 

2 . ಸ ಚ ಕ ಶ್ರೇಣಿ ( the exponential 
series ). 
f (x) = * ಆದರೆ , [ '( x) = f "(x) = " = *. 

_ f (0) = f'(0) = ... = 1, 
ಆದ್ದರಿಂದ ನೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯ ಪ್ರಕಾರ 


ex = 1 + 


+ 


+ 3 ! * 
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ಈ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ " ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ R - 0 ಎಂದು ತೋರಿಸ 
ಬಹುದು ( A .FR. V . ಯಲ್ಲಿ ಉದಾ. 1 , ಪುಟ 185 ನೋಡಿ), 
ಈ ಶ್ರೇಣಿಗೆ ಸೂಚಕ ಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು. 


3. ಲಘುಮಿತಿಶ್ರೇಣಿ(the togarithmic series ). 

f(x) = ಲಾಗ್ಸ್ (1 + ೧) ಆದರೆ , f '(x) = 1 / 1 + ) ; 
f "( ) = - 1/(1 + x ), ಇತ್ಯಾದಿ. .. f ( 0) = 0, F '(0) = 1 , 
f "( 0) = - 1 , ಇತ್ಯಾದಿ. .. ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯ ಪ್ರಕಾರ , 

ಲಾಗ್ (1 + 1) = ೫ - ೯ + - ., - 1 < =1. 
- 1 < x = 1 ಆದಾಗ, R > 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 
( A . F . R . V . ಯಲ್ಲಿ ಉದಾ. 3, ಪುಟ 186 ನೋಡಿ.) ಈ ಶ್ರೇಣಿಗೆ 
ಲಘುಪತಿಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು . 


4 . ಸೈನ್ ಶ್ರೇಣಿ(the sine series) . 

f ( x) = ಸೈನ್x ಆದರೆ, f"( x) = ಕಾಸ್x, f "( ) = 
- ಸೈನ್x, f "(x) = - ಕಾಸ್ .೫, f (x) = ಸೈನ್2, ಇತ್ಯಾದಿ. 

f ( 0) = 0 , F '(0) = 1, f "( 0) = 0 , f11 ( O) = - 1, 
f *(0) = 0 , ಇತ್ಯಾದಿ. ಆದ್ದರಿಂದ ಮಕ್ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯ ಪ್ರಕಾರ 


ಸೈನ್x = ೧ - 3 + 5!– ". 
ಇಲ್ಲಿ x ಕೋನವು ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿ ಮಾನದಲ್ಲಿದೆ (radian measure). 
R > 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. ( A . F. R . V . ಯಲ್ಲಿ ಉದಾ 1 , 
ಪುಟ 185 ನೋಡಿ). ಈ ಶ್ರೇಣಿಗೆ ಸೈನ್ ಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು. 
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5 . ಕೊಸೈನ್ ಶ್ರೇಣಿ(the 60sine series). 
ಮೇಲಿನಂತೆ, 


ಕಾಸ್ $ = 1 - 


+ 4 - 6! * 


ಇದಕ್ಕೆ ಕೋಸೈನ್ ಶ್ರೇಣಿಯೆಂದು ಹೆಸರು . 

6. ಈ ಕೆಳಗಿನಶ್ರೇಣಿಗಳನ್ನು ಸೂಚಕ ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ (ಮೇಲಿನ 
ಉದಾ. 2), ಅಥವಾ ನೇರವಾಗಿ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ. 
ಪಡೆಯಬಹುದು . 


ಸೈನ್ ಎಚ್ x = + + + ..., 


ಕಾಸ್‌ಎಚ್ x = 1 + * * ..... 


YnX - 


7. ಸೈನ್ ( m ಸೈನ್ - x) = nux - mm - 1 ) , 

3 ! 
m ( m - 12) ( m² – 32 ) 

- x - ... 

5 ! 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 

_ f (x ) = ಸೈನ್( nಸೈನ್ -' ) ಆದರೆ, ಉದಾ. 4 , 83 4 ರಿಂದ 
( 1 - ²) / 1 +2( x) - ( 2n + 1 ) bf n+1( c ) + ( m -nf"( x) = 0. 
ಇದರಲ್ಲಿ C = 0 ಹಾಕಿದರೆ , 

_ fn+ (0) = - ( m - 1 ) / (0) .... (1) 
ಆದರೆ , f ( 0) = 0, F '( 0) = 17 , ಮತ್ತು f "( 0) = 0. 
. (i) ರಲ್ಲಿ n = 0 , 2, 4 , 6 , . . . ಹಾಕಿದರೆ, f 21( 0) = 0 
ಎಂದು ಗೊತ್ತಾಗುತ್ತದೆ ; ಮತ್ತೆ = 1 ಹಾಕಿದರೆ f '( 0 ) = 
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- ( n² - 12) , 1 = 3 ಹಾಕಿದರೆ , f5( 0 ) 
= ( m2 - 1³) ( ² 32 ) , ಇತ್ಯಾದಿ. ಈಗ ಮೇಕ್ ಲಾಗಿನ್ 
ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ ನಾ೦ಛಿತ ಫಲವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

- ಟಿಪ್ಪಣಿ : X = ಸೈನ್ 8 ಹಾಕಿದರೆ , ಸೈನ್ m8 ದ ವಿಸ್ತರಣೆಯು 
ಸೈನ್ & ದ ಘಾತಗಳಲ್ಲಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


- 8 | x | | ಆದಾಗ , f ( x ) = 1 / 1 - c ) ನ ಮೆಕ್ಕೆ 
ಲಾರಿನ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ ಪದಗಳ ಆಚಿನ ಶೇಷವನ್ನು 


R * f (da ), 04841 , 


ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆದರೆ , ಆಗ 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


- 


1 


= 1 + + 


² + ... + xn -1 + 


* ( 1 + 8 + x2 + . ..) 


= 1 + X + x2 + ..." + xn -1 + 


1 - 2 


n ! € / (dar ) = x 


ಎಂದರೆ, 

n ! ' ( 1 - 0x ) + 1 = 1 - ' 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ 8 ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

9. 1 ಮತ್ತು 2 ಧನ ಪೂರ್ಣಾಂಕಗಳಾಗಿದ್ದು < n 
ಆದರೆ , ಆಗ 

Di-m/ ² - 1)" = = (x – 1) D +in( x² - 1) 
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wowo Espos . (Rodrigue ). 

f(x) = ( x2 – 1)", u = x2 – 1 wowo ma éj),Faste,pea . 
f(x + h )= f(x)+ hf'(x)+ f"(x)+... 
:: [(x+1) – 1" =(2++ 2Dw + D?2 +.. 


+ @ Dºuw )+ (m*1);D="w*+ +*+ 2003 D= ) 
: [(**» *="T= »D* +[( 
m+ D+w +". 


+ 


( n + n ) ! 


[ A - 1 
Ln - 1 )! DDn - lu " + .. . + 

' (nn) ! 


Tu + 21x + 1270 


1 . 


:- [4+ 298 + ] = D"2" 


+ 


Doum , 


A 
( n + m ) ! 


- Du -mun . 
- m ) ! 
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ಇದರಲ್ಲಿ X ಗೆ ಬದಲು ಇಸಿ ಹಾಕಿದರೆ ಎಡಭಾಗವು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ . 
ಆದ್ದರಿಂದ | 

- [ u + 2A + A27n 1 . 


( U | A ) _ 
( n + m )! 


De + 


= 


+ 8 (7 /A ) Dr-mu . 

m = 1( ? – m )! 
ಕೊನೆಯ ಈ ಎರಡು ವಿಸ್ತರಣೆಗಳಲ್ಲಿ ನ ಸಹವರ್ತನೆಗಳನ್ನು 
ಸವಿಾಕರಿಸಿದರೆ ವಾಂಛಿತ ಫಲವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 4 
- 1 . 0 < x = 2 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ.f ( x ) = ( - 1 ) - 2) 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು 
ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ['( ) = 0 , 0 < < 2 , ಆಗುವಂಥ 
ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
2 . - 1sXs1 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

- 1 < < 0 ಆದಾಗ f( ) = - ೧, 
ಮತ್ತು 0 < x = 1 ಆದಾಗ f ( ) = 3 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಖನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೂ f '( ) ಶೂನ್ಯವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 
ಕಾರಣವೇನು ? ನಕ್ಷೆಯೊಂದಿಗೆ ವಿವರಿಸಿ . 

3. ಲಾಗ್ • ರೇಖೆಗೆ ರೋಲ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯು ಯಾವ ಅವಧಿ 
ಯಲ್ಲ ಸಿದ್ಧಿಸುವುದಿಲ್ಲ . ಏಕೆ ? 
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4 . Y = s² ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ( - 1, 1 ) ಮತ್ತು 
( 3, 9 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸರಳ ರೇಖೆಗೆ 
ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

- 5, - 1sXs1 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 4 = ಎಂಬ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯು ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆ 
ಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ತದನುಗುಣವಾದ ೯ ನ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ನಿಮ್ಮ ಉತ್ತರವನ್ನು ಒಂದು ನಕ್ಷೆಯಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿ . 

ಈ 6 f ( x ) = 3 – 3² + + 3 ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ 
0 < s2 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿಗೆ 
ಹೊಂದುವ ನ ಬೆಲೆಗಳಾವುವು ? 
7 . 1 > ] ಆದರೆ , ( 1 , ) ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 

_ n ( stin - 1 ) = ( ಲಾಗx) {1/n 
ಆಗುವಂತೆ ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ, 

ಸಮಿತಿ ( /n - 1 ) = ಲಾಗ್x, x > 1 , ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, 


೧ 


+ 


[ಸೂಚನೆ : ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ಕೌA 
ರೂಪದಲ್ಲಿ f ( ) = x1 / , ¢ ( ) = ಲಾಗ್x , = 1 ಮತ್ತು 6 = $ 
ಹಾಕಿ .] 
8. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಸರಿಮಿತಿಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

4 + x3 – 3x - 5x - 2 
- + + 2x3 - 2x - 1 : 

4, ೩ + - 1 ; 

1 , 
ii) ( ಟ್ಯಾನ್ x - ಸೈನ್ )/x , x > 0 ; 


9] . ಅಂತರಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ - 129 
ii) [ ಲಾಗ್ (1 - ²)] [ ಲಾಗ್ ಕಾಸ್n], > 0 ; 
iv ) •1/2 ಟ್ಯಾನ್x /( ex - 1 )3 2 -> 0 ; 
v ) (ಕಾಸ್ ಎಚ್x + & ಸೈನ್ 

- + ಲಾಗ್ ( 1 + ) - 1 - - Ra2)/ x , C + 0 ; 
vi ) [ x - ( n + 1 ) wn -14 +2]/( 1 - c ) , x > 1 ; 
vii ) ( ex – 1 + 2ಸೈನ್x - 4 )/ x , x > 0 ; . 
vi) - ಕಾಟ್ , ೫ >0 ; 
ix ) (1 – ಟ್ಯಾನ್ )/(1 - 12ಸೈನ್ ), x -> /4 ; . 
_ x ) 1/ , C => a ; 
xi) [( ax + 1)/(ac - 1) , ೩ + ; ಲಿ 
xii) (ಕಾಸ್x) ಕಾಟ ' , > ೦. . 


9. (1 + 1) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಪರಿಮಿತಿಯು > 0 
ಆದಾಗ 1 ಎಂದೂ , ೩ + ಆದಾಗ e ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿ 


10 . ದ್ಸಿಕ್ * ನ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆಯ ಮೊದಲನೆಯ 
ಮೂರು ಪದಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

11 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆ 
ಗಳನ್ನು ವರೆಗೆ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

i) ಸೈನ್ * , ii ) ಲಾಗ್( 1 + ಕಾಸ್ ). 
12. ಲಾಗ್ ಕಾಸ್ ನ ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆಯಲ್ಲಿ * ನ 
ಸಹವರ್ತನವೆಷ್ಟು ? 
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13 . ಕಾಸ್ ( m ಸೈನ್x ) ನ ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ್ ವಿಸ್ತರಣೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿದು, 
ಕಾಸ್ 6 = 1 - 

m²( m2 – 22 


2 


S1 


+ 


6 ! 


_ m (am - 2 )( m - 4² ) + ... 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

14. ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಶ್ರೇಣಿಯಿಂದ 
ಟ್ಯಾನ್ " x =x- * * * +... -14x =1, 
ಎಂಬ ಗ್ರಿಗರಿ ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನು ( Gregory's series ) ಪಡೆಯಿರಿ. 

15 . | x | < 1 ಆದಾಗ, 1/( 1 + ) ನ ಮೆಕ್ಲಾರಿಸ್ 
ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯ ಪದಗಳ ಆಚಿನ ಶೇಷವನ್ನು 
* F (Ox) ಎಂದು ಬರೆದರೆ , 

0-4 (1 +x - l] 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 
- 16. ಸೂಕ್ತವಾದ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 
f (d), f ( 6) fla ), f (8) 
6 ( a ). A ( ) 
4( a ), 4 (6) = ( 0 ) u 

a < < b , 

6( a ), 6 (೯) , 
ಆಗುವಂತೆ x ಗೆ = ಎಂಬ ಕನಿಷ ಸಕ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ 
ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 
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[ಸೂಚನೆ : ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 
F(r) = 

f(a), f (m) | _ -af(d ), f (6) 

6(a ), 4( c) | 6 - 0 # a), 4(6) 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳಿ.] 
17. ಸೂಕ್ತವಾದ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 

f (a ), f(6), f' ( ) | 
4 (a ), 4 (6), 4 ( ೬) | = 0 , a < < 6, 

ka), (b) , ¥ (€) | 
ಆಗುವಂತೆ ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 
[ಸೂಚನೆ : ಸಹಾಯಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 

_ f (d), f (6), f(x) 
F ( ) = 6( a ), 4 (b ), ( x) 

( a) , 4( 6 ), (x ) 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳಿ.] 

18. ಮೇಲಿನ ಲೆಖ್ಯ ದಲ್ಲಿ ( x ) = k ( 40) ಹಾಕಿದರೆ, 
ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ ಕೌಸೀ ರೂಪವು ಲಭಿಸುತ್ತದೆ 
ಯೆಂದುತೋರಿಸಿ ; ಹಾಗೆಯೇ ( ) = k ( # 0) ಮತ್ತು 4( x ) = ೫ 
ಹಾಕಿದರೆ , ಲಗ್ರಾಂಜ್ ರೂಪವು ಲಭಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 


ಅಧ್ಯಾಯ V 

ಪಾಕ್ಷಿಕ ಅ೦ತರಣ 
(partial differentiation ) 
5 .1 . ಎರಡು ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು 
( functions of two independent variables ). 

X ಎಂಬ ಒಂದು ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ ಅಧ್ಯಾಯ 
[ ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ, ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ, ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಪರಿಮಿತಿಗಳ 
ನಿರೂಪಣೆಗಳನ್ನು ಈಗ , Y ಎಂಬ ಎರಡು ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳಿಗೆ 
ವಿಸ್ತರಿಸೋಣ. 
. ಒಂದು ದy -Y ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ ( domain ), ( x, 9 ) ಎಂಬ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , ದನಿಯಮ ಅಥವಾ 
ನಿಯಮಗಳ ಮೂಲಕ 2 ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ವಿಸ್ತಭಾವಿಯ ಮೂಲ್ಯ 
ಅಥವಾ ಮೂಲ್ಯಗಳು ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದರೆ, ಆಗ 2 ಎಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು 
೩೮ . 9 ಎಂಬ ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು 
ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, ಇದಕ್ಕೆ 

- 2 = f( x , 9) 
ಎಂಬುದು ಸಂಕೇತ, ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ತ್ರಿಮಾನಿತ ಪ್ರದೇಶದಲ್ಲಿ 
(three - dimensional space ) ಒಂದು ಮುಖಸ್ಥಲವನ್ನು 
(surface ) ರೂಪಿಸುತ್ತದೆ ( represents), ಪ್ರಕೃತದಲ್ಲಿ ನಾವು 
ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಏಕಮೂಲ್ಯವಾದುವು 
( single -valued ). 

€ ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆ ಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ, 
೯ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕದೇ ಆಗಿರಲಿ , n ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು, 


ಅ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


133 


Q - 1sX50 + 1 , ಮತ್ತು 6 – 7 < y = 6 + 1 
ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ ( ಎಂದರೆ, ( , ೪ ) ಬಿಂದುವು ೫ = a + 7 , 9 = 6 + 7 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಂದ ಆದ ಚೌಕದಲ್ಲಿದ್ದಾಗಲೆಲ್ಲ.] 

| f ( , ೪ ) – f ( d, 6) < 6 
ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ , ಆಗ f (x, 9 ) ಎಂಬ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು (Q, b) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆ 
ಯೆಂದು ಹೇಳಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 

a f ( x, 9) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಒಂದು ದತ್ತ ೩ -೪ 
ಕ್ಷೇತ್ರದ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಅದು 
ಆ ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಹೇಳಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. • 
- € ಎಂಬ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ದತ್ತ ಧನಸಂಖ್ಯೆಗೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿ , 
€ ಎಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕದೇ ಆಗಿರಲಿ, n ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಧನಸಂಖ್ಯೆಯನ್ನು , 

< | - 4 | < ಮತ್ತು < | ೫ - 6 | 7 7 . 
ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ ( ಎಂದರೆ, ( , ೪ ) ಬಿಂದು x = 0 + 1 , ೪ = 6 + 1 
ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳಿಂದ ಆದ ಚೌಕದಲ್ಲಿ ( d , b ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಲ್ಲದ 
ಮತ್ತೆ ಯಾವ ಬಿಂದುವಾಗಿದ್ದರೂ ] 

| f ( x , 9) - 1 | 26 
ಆಗುವಂತೆ, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ , ಆಗ 

_ f ( x, 9 ) = 1 
(x , 9) + ( d, 6 ) 
ಎಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 
ಈ ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಗಳನ್ನು n ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿ 
ಸುವಂತೆ ವಿಸ್ತರಿಸಬಹುದು, 
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5 . 2. ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳು ( partial derivatives ). 

I( , ೪) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ , ( xy Y) ಎಂಬ 
ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ , 


.. . (ii ) 


ಪರಿಮಿತf (x + +, 9 - J( , 9) .... (i) 

h - > 0 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿ ಇರುವುದಾದರೆ, ಈ ಪರಿಮಿತಿಗೆ ( x, ೪ ) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
f ( x , 9) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ x - ಗೌರವದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯ 
(partial derivative worst , x) ಎಂದು ಹೆಸರು . ಹಾಗೆಯೇ 

ಸಂಖf(x } + k - f( , 9) . 

h + 0 . 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿ ಇರುವುದಾದರೆ , ಈ ಪರಿಮಿತಿಗೆ ( ೩ , ೪ ) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
f ( C , ೪) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯy- ಗೌರವದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯ ಎಂದು 
ಹೆಸರು . 

- ಮತ್ತು ೪ - ಗೌರವದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳು ಸಾಂಕೇತಿಕವಾಗಿ 
ತf(x, 9) far, 9), ಅಥವಾ F (x, 9), f (x, 9) 
ಎಂದು ಬರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. (೩, ೪ ) ಬಿಂದುವು ಅಧ್ಯಾಹಾರವಾದಾಗ ಇವು 
ಗಳನ್ನು flex , fley ಅಥವಾ js, f , ಎಂದು ಪ್ರಸ್ವೀಕರಿಸಬಹುದು. 

- ಮೇಲಿನ (i) ರಲ್ಲಿ ೪ ಯನ್ನು ಸ್ಥಿರಿಯಾಗಿ ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡಿದೆಯಷ್ಟೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ ತf / - ನ್ನು ಪಡೆಯಲು f ( 21 , ೨ ) ಯಲ್ಲಿ ೪ ಯನ್ನು 
ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದೂ , ನ್ನು ವಿಸ್ವಭಾವಿಯೆಂದೂ ಪರಿಗಣಿಸಿ, ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಅ೦ತರಿಸಬೇಕು. ಆ ಬದಲು , ನ್ನು ಸ್ಥಿರಿಯಾಗಿಟ್ಟುಕೊಂಡು ೪ ನ 
ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅ೦ತರಿಸಿದರೆ f/ By ದೊರೆಯುತ್ತದೆಯೆಂದು ( ii) ರಿಂದ 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. 
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_ j ( , ೨) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಒಂದು ದತ್ತ - Y ಕ್ಷೇತ್ರದ 
ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲ f.( , ೪) ಎಂಬ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯವಿದ್ದರೆ, 

ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ (೩, ೨) ಎಂಬುದೊಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾಗುತ್ತದೆ, 
f ( x, ೨) ಯ ಹೀಗೆಯೇ , 


- 5 .21 , ರೇಖಾರ್ಥವಿವರಣೆ ( geometrical inter 
pretation ). 

_ 2 = f ( ೫, ೨ ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಿಂದ ರೂಪಿತವಾದ ಮುಖ 
ಸ್ಥಲವನ್ನು (Surface) S ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ ( ಆಕೃತಿ 5 - 1). 


Ve 
.o) 
ಆಕೃತಿ 5 - 1 


ಈ ಮುಖಸ್ಥಲದಲ್ಲಿ P [a , b, f (d , 6) ] ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. Y = b ಎಂಬ ಸಮತಲವು ( plane ) S 
ಎಂಬ ಮುಖಸ್ಥಲವನ್ನು APB ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ . ಈಗ 
APB ಎಂಬ ಸಮತಲರೇಖೆಗೆ (plane curve) P ಎಂಬಲ್ಲಿ PT 
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ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. ಈ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು OX ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
| ಕೋನದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ 

f(a, 6) = ಟ್ಯಾನ್ , 
ಇದೇ ರೀತಿ, ೫ = d ಎಂಬ ಸಮತಲವು 8 ಎಂಬ ಮುಖಸ್ಥಲವನ್ನು 
ಛೇದಿಸುವ APB' ಎಂಬ ಸಮತಲ ರೇಖೆಗೆ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆ 
ಯಲ್ಪಟ್ಟ PT' ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು OY ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 6 ಕೋನ 
ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ 


gf (d, 6) = ಟ್ಯಾನ್ 0. 


5.22 , ವಿಸ್ತರಣೆ (extension ). 

C, 9 , ಎಂಬ ಮೂರುಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ U = f ( x, 9 , 2) 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು , 9 ಮತ್ತು 2 ಗಳು ಸ್ಥಿರಿಗಳೆಂದು ಭಾವಿಸಿ 
X ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿದರೆ, ತf/ ತಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. f / ೪, 
f /da ಗಳ ನಿರೂಪಣೆಯೂ ಇದೇರೀತಿ, ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ 
ಸಂಖ್ಯೆ 1 ಆದಾಗಲೂ ಹೀಗೆಯೇ : ( - 1 ) ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳನ್ನು 
ಸ್ಥಿರಿಗಳೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಿ, ಉಳಿದ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಅ೦ತರಿಸಬೇಕು. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. f ( x, 9 ) = 3x2 - 4ry + 5y² ಆದರೆ , ( 1, 1 ) 
ಮತ್ತು (1 , 1 ) ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

f ( xy Y) = 6.೬ - 4Y ; ( D , Y) = - 4 + 10y 
:: f /1, 1) = 2, ಮತ್ತು (1, 1) = 6 . 
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2. 4 = + 2x + 9 + ಸೈನ್ ( xyz) ಆದರೆ, ಆಗ : 


Im = 2 + y + yz Fon ( xyz ) ; 


S = 2 + 


+ 2ಖ ಕಾಸ್ ( XY 2) ; 


ди 

= y + x + xy FIF' (xyz ). 
5 .3 , ಅನುಕ್ರಮ ಪ್ರಾಕ್ಟಿಕ ಅಂತರಣ ( successive 
partial differentiation ). 

_ fqx, ೪) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು 
ಮತ್ತೆ x ಅಥವಾ Y ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ ಅಂತರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯ 
ನಾಗಬಹುದು . ಆಗ f ( ೩ , ೪ ) ನ ಎರಡನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಸಾಕ್ಷಿಕ 
ಜನ್ಯಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅವುಗಳ ಸಂಕೇತ ಈ ರೀತಿ: 

- ( 1) : j _ f) . 

x\ ds / ' ®Yಾಖ * ಎy \ ex / 5 
saf / Bf f ( df . 

axoy - axlay ) : y2 = aylay ) . 
ಇವುಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ js, fjs J , ಮತ್ತು F ಎಂದೂ ಬರೆಯ 
ಬಹುದು . 

- ಸಾಧಾರಣವಾಗಿ ನಾವು ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ 
- ರ್f ಮತ್ತು ಗಳು ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತವೆ. ಆದರೆ ಇವು ಬೇರೆ 
ಬೇರೆಯಾಗಿರುವಂಥ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳೂ ಇವೆ. ( A .FR . V . 
ಯಲ್ಲಿ … 10 - 25 , ಪುಟ 196 ನೋಡಿ.) 

fx fv fxx , fxy JJ at fyy Now Jogo la pesma 
ಕ್ರಮವಾಗಿ P , 9 , 1 , 8, 1 ಎಂಬ ಅಕ್ಷರಗಳಿಂದ ಸಂಕೇತಿಸುವುದೂ 
ಉಂಟು, 
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- ಎರಡನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು ಮತ್ತೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ 
ಅಂತರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾಗಬಹುದು. 


ತx3 x \ ² ) , yx² Y \ ex 
f _ da( 1 ) 

dxdydz - axlaylaz ) 
ಮುಂತಾದ ಸಂಕೇತಗಳು ಸುಲಭ ಗ್ರಾಹ್ಯವಾಗಿವೆ. ಹೀಗೆಯೇ ಪುನರಂ 
ತರಣವು ಎಲ್ಲಿಯವರೆಗೆ ಸಾಧ್ಯವೋ ಅಲ್ಲಿಯವರೆಗೂ ಅನುಕ್ರಮವಾಗಿ 
ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 


ಸಂತ ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. 2 = 2x² - 3ry + 4y² ಆದರೆ, 

= 4 – BY ; = - 3x + BY ; 


x: = 4 ; dyes away 


= - 3 ; 


2 = 8 ; 


ಹಿತ = 0 ; ಇತ್ಯಾದಿ. 
2. 2 = ಸೈನ್( my) ಆದರೆ, 

²2 ²a 

Yಾt Axd 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

= } ಕಾಸ್ ( Y) ; 


= x ಕಾಸ್ ( xy ) ; 


= ಕಾಸ್ ( my ) – XY ಸೈನ್ (XY) = exy 
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3 . = 


( x² + q³ + ) - 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


ಇU _ 


ಅx ( x2 + y + ²) /2 ) 
²41 
ಇc² - ( X² + ² + x2 ) 312 


- 3x2 1 
x2 + ² + x² ) 


- 


( x² + Y² + 


2) 312 | 


3( x2 + Y² + x2 ) 

x2 + ² + 2 ] 


5 .4, ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ( homo 
geneous functions) . 
f ( x, 9 ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 1 ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 

_ f (tan , ty ) = t” f ( x,y) .... (1) 
ಆಗುವಂತಿದ್ದರೆ, ಆಗ f( r, ೪) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ೧ ಘಾತದ 
ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 
೧ ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 

x¢g/ s), Y°4( m/ Y) .... ( i) 
ಎಂಬ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ಹೇಗೆಂದರೆ : 


TV 
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( 1) ರಲ್ಲಿ tx = x' , ty = ' ಹಾಕಿದರೆ , 


... (i ) 


_ f(x', ೪ ) = "f ( 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 1 ಗೆ x /x ಹಾಕಿದರೆ, 

_f(x+9) =(x (. . .) 


ಮತ್ತೆ (ii ) ರಲ್ಲಿ 1 ಗೆ g']g ಹಾಕಿದರೆ, ಮೇಲಿನಂತೆ 

f(x', y ) = y/" . 
ಇದೇ ರೀತಿ, f( x, 9 , 2, . . .) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
t ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 


f (ts, ty, ta , . . .) = tf( , 9 , 2 , . . .) 
ಆಗುವಂತಿದ್ದರೆ, ಆಗೆ f(x , 9 , 2, . . .) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 1 
ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
ಅಂಥ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 


V 


- ೨ 


- ೨ 


ಮುಂತಾದ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . 
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773 ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . f ( x, y) = 3 + 2« ²y + Say² + 4y ಆದರೆ, 

_ f (ta , ty ) = tf ( , ೪) 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದf( xy Y) ಯು 3ನೆಯ ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. ಇದನ್ನು 
(x, 9)= »[ 1+ 2 + 3( + 43) ] = >(2) 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. ಹೀಗೆಯೇ ಇದನ್ನು ೪°4 (x/…) 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು . 

2. f ( x , y) = 02 + 02 - y + act - y² + .... 
+ y ” ಎಂಬುದೊಂದು ೧ ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. 


3. f (x, y = " * 
ಆದರೆ, f(tc , ty) =tf( , ೪) ಯ 
ಆದ್ದರಿಂದ f( x, 9) ಯು - # ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ . 
ಇದನ್ನು *(1 + 8): *( + ) 
ಎಂಬ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು . 
- 4 x ( ಲಾಗ್ ! - ಲಾಗ್ ) ಎಂಬುದೊಂದು ಒಂದನೆಯ 
ಘಾತದ ಸಮಘತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

5 . ( + ೪)/( x – ೪ ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಶೂನ್ಯ ಘಾತದ 
ಸಮಘಾತೀಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 
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5. 41 . ಆಯಿಲರನ ಸಂಸಿದ್ದಿ ( Euler's theorem ). 

f ( x, ೪ ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ೧ ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾದರೆ , ಆಗ 


ಸಾಧನೆ (1) : f( xt , yt) = tf(xy Y). 
st = x', Yt = ?' ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 

_ f ( x' , ೪ ) = tf ( ೮, ೪). 
ಇದನ್ನು t ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿದರೆ , 
ಅf (x', ೪ ) F (x' 9 ) = nt - f ( xy Y). 

dx ' itt dy 
ಇದರಲ್ಲಿ 1 = 1 ಹಾಕಿದರೆ , 

f ( , 

9 j ( ) 9) = f\೫, ೪). 


ಸಾಧನೆ ( 2) : f( x, y) = reqg/s). 

= nan- 14( y/a ) + (g/a)- ( - y/ x²) 
= nxt- 16( ylx ) – cr - y '(g / x). 
- 4( gla:) – cz -ly4 (g/s). ... (6) 


.. 


ಮತ್ತೆ 


= 4 ( gla )(1/s) = ³ +4 (g/s) 


= 


-1 


¢'( g/ s ) 


.. . (ii) 
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(i) ಮತ್ತು ( ii) ನ್ನು ಕೂಡಿದರೆ , 

" + ve =769/x) = 1f (x, 9). 

ಉಪಲಬ್ದ : f ( x, ೨ ) ಯು ಘಾತದ ಸಮಘಾತೀಯ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾಗಿದ್ದು = jxx ಆದರೆ , ಆಗ 


2203 


dx 


- + 12°J 


ಅ೫೩೪೨ 

* 


2 = 
* 


( 


1 ) f . 


ಹೇಗೆಂದರೆ, ಮೇಲೆಲಬ್ದ ವಾದ 


ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ 
ಅಂತರಿಸಿದರೆ, 

6f2f . *f . f 
* * * 9toy = " 


ಮತ್ತು 


f 


. f 


* * * 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಮೊದಲನೆಯದನ್ನು ನಿಂದಲೂ , ಎರಡನೆಯ 
ದನ್ನು ೪ ನಿಂದಲೂ ಗುಣಿಸಿ , ಕೂಡಿದರೆ, 


= n( n + 1) f ( xy Y). 
ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಎರಡಕ್ಕಿಂತ 
ಹೆಚ್ಚಾದಾಗಲೂ ಮೇಲಿನ ರೀತಿಯ ಫಲಗಳು ಸಿದ್ದಿ ಸುತ್ತವೆ 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . f ( , ೪ ) = c + xy + AY² + y ಆದರೆ , 

f + 9f = 3j, 
ಮತ್ತು xf + 2ayjay + Yfs = 6j 
ಎಂದು ಆಯಿಲರನ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದಲೂ , ಮತ್ತು ನೇರವಾಗಿ ಪಾಕ್ಷಿಕ 
ಅಂತರಣದಿಂದಲೂ ತೋರಿಸಿ. 


೩ = ಟ್ಯಾನ್ - ೫ - Y 


01 – ಟ್ಯಾನ್ * + Y 


2 . 
ಆದರೆ , 


34 


a 
Y 99 
.. 


ರ 


ಸೆನ್ 2w 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
- ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಸಮಘಾತೀಯವಾದುದಲ್ಲ . ಆದರೆ 

f ( x, 9) = ಟ್ಯಾನ್ U = ( x² - Y )/( x + 9 ) 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಸಮಘಾತೀಯವಾದುದು ಮತ್ತು ಇದರ 
ಘಾತ 2. ಆದ್ದರಿಂದ ಆಯಿಲರನ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ಪ್ರಕಾರ 

- fjs 

+ 9 = ?f = 2 ಟ್ಯಾನ್ 4 


ಡಿ 


ಈಗ 


. 


ಎಂದರೆ , 


2 ಟ್ಯಾನ್ = 


+ 9 ಸೆಕ್ u 
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ಎU 6U - 

* + 9 = ಸೈನ್2u . 
ಈ ಫಲವನ್ನು ನೇರವಾದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಅಂತರಣದಿಂದಲೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು . 


5.5 , ಸಂಕಲಿತ ಅಂತರಾಂಶ ( total diferential) . 

- 2 = f ( , ) 
ಆದರೆ, + 82 = f ( x + 8 , 9 + 8Y ) 
'. 82 = f ( x + 8x, Y + 8Y) - f ( x, 9 ) . 
= [ f ( x + 8x, 9 + 8Y) – f ( x, 9 + 8Y)] 

- + [ f (M, Y + 8Y ) – f ( , ೪)] 
= 8x -f (x + 98 , 9 + 8Y ) + BY €f (x,y + 05Y ), 

< < l, 
ಸಂಗತಿ ( ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯ 

ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ $ 4 .2) 
= ba [FX, Y) + ] + 8Y [ f ( , 9 ) + 6 ]. 
(8x > ) ಮತ್ತು BY >> 0 ಆದಾಗ ೯ > 0 , > 0 : 

_ fx , J! ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ್ದರಿಂದ) 
= (F8x + F8Y) + (68x + ( 69 ) .... (1) 
ಹೀಗೆ82 ಎಂಬ ವರ್ಧನವು ( F8x + 8Y) ಮತ್ತು (65x + 8Y) 
ಎಂಬ ಎರಡು ಭಾಗಗಳ ಮೊತ್ತವಾಗಿದೆ. ಈ ಪೈಕಿ ಮೊದಲನೆಯ 
ಭಾಗವು 82 ನ ಮುಖ್ಯ ಭಾಗ ( principal part) ; ಇದಕ್ಕೆ ಇನ 
ಸಂಕಲಿತ ಅಂತರಾಂಶ ( total differential) ಎಂದು ಹೆಸರು , 
ಮತ್ತು dಃ ಎಂಬುದು ಸಂಕೇತ, ಹೇಗೆ, 2 ನ ಸಂಕಲಿತ ಅಂತರಾಂಶ 
ವೆಂದರೆ , 
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af . 
dx = da + 

8 


of 

dy 
8Y 


.... ( ii ) 


ಈಗ 2 = f (x , ೪ ), = dt) , 9 = }(t) ಎಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ. (i) ರಿಂದ 

82 8x6Y 83 8Y 
- St 

st = fx st + fost test tez åt . 
ಈಗ 8³0 ಮತ್ತು 8Y > 0 ಆದರೆ , 8t > 0, ³0, 
> 0. ಆದ್ದರಿಂದ ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ 

dz of dx af dy 
dt ax ºdtoy . dt 

.... ( iii ) 
[೯ ( 8a / 8t) + ( 8Y / 8t )] > 0 ಆಗುವುದರಿಂದಲೇ (i) ರಲ್ಲಿ 
( F_ 8 + F8Y ) ಎಂಬ ಭಾಗವನ್ನು 82 ನ ಮುಖ್ಯ ಭಾಗವೆಂದು 
ಕರೆಯುವುದು , ( ii ) ನ್ನು ನೇರವಾಗಿ dt ಎಂಬ ಅಂತರಾಂಶದಿಂದ 
ಭಾಗಿಸಿ ( iii ) ನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 

ಇದೇ ರೀತಿ, 2 = f ( , 9 ), = ¢ ( ೩ , ೪), = [( ೩ , 1 ) 
ಆದಾಗ, 

32 2 2 BY 
ди ох ди ду ди” 
2 62 °Y . 

.... (iv ) 
- ಮತ್ತೆ f ( x, 9 ) = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವು ! ಯನ್ನು ನ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನಾಗಿ ನಿರ್ದೆಶಿಸಿದಾಗ ( $ 2 .38 ), 


ಮತ್ತು 


- 


Y 


dy 


fx 


dx = - 
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ಆಗುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ , ಇಲ್ಲಿ 2 = f (x , 9 ), ೪ = d ( x) ಎಂದು 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳಬಹುದಾದ ಕಾರಣ, ( iii) ರಿಂದ 


ಆದರೆ 2 = 0; .. dz da = 0 ; : j + j 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸಾಕರಣ ( ) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


= 0. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 . f ( ೩ , ೪ ) = 3x + 2hai) + by² + 2gx + 2fy + c = 0 . 
ಆದರೆ, dydx = - f ಎಂದು ತಾಳೆ ಮಾಡಿ ( verify ). 


9 X ? 
ಸಂಗತ = ಕಾಸ್ ಎಚ್ 6, 9 = ಸೈನ್ಎಚ್ 6ಾಗಲದಂಡಿ 
ಆದರೆ , 

dz az dxdz dy 
- ೩0 – - 40 * ತy d 

ದed a 
ಎಂದು ತಾಳೆ ಮಾಡಿ. 

_ 5.6. ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿ - ಎರಡು ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ( Taylor's theorem - for func 
tions of two independent variables .) 
* ( d, 6) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ f( x , 9 ) 
ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ 
ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳಿದ್ದು , ( a + h , 6 + k ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಆ ಸಾಮಾ 
ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
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f(a +h, 6+ k) =f(d, 6)+ 3h + 

kf 
(d,6) 
+ + ವf(d, 6) 


+ 


+ 


+ ( - 1 ( + k ) f(a,b) 
+ 8 + fla + @h,6+ 0 ), 

0 < 841 , 
ಆಗುವಂತೆ 6 ಗೆ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದು ಬೆಲೆಯಾದರೂ ಇರುತ್ತದೆ. 

ಸಾಧನೆ : * = 0 + ht, ೪ = 6 + kt .... (i) 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 1 ಯು 0 ಇಂದ 1 ರ ವರೆಗೆ ವಿಸ್ತಭಾವಿಸಿ 
ದಂತೆ , ( , ೨ ) ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ( d , 6) ಮತ್ತು ( a + h , 6 + k ) 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಸೇರಿಸುವ ಸರಳರೇಖೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ಸರಳರೇಖೆಯು 
ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ದತ್ತ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ( ಈ 
ಭಾವನೆಯಿಂದ ಈ ಸಾಧನೆಗೆ ಯಾವ ಅಪೋಹವೂ ಇಲ್ಲ. ಏಕೆಂದರೆ, 
ಈ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ದತ್ತ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿರುವ ಅನೇಕ ಸರಳರೇಖೆಗಳಿಂದ 
ಸೇರಿಸಬೇಕಾಗುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ, ಆಯಾ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದು 
ಗಳಿಗೆ ಈ ಸಾಧನೆಯನ್ನು ಪುನರಾವರ್ತಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ ; ಅಷ್ಟೆ .) 
ಈ ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 

f( , y ) = + ht , 6 + kt) = dt) .... ( ii ) 
ಆಗುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ , ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಈ ಸರಳರೇಖೆಯಮೇಲೆ 
t ಎಂಬ ಒಂದೇ ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ $ 4 .4 ರ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ ಸಂಸಿದ್ದಿಯ ಪ್ರಕಾರದ 

6(ಕ) = 6(0) + (0) + [ '(0) + ... 
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1 


+ ( - 11 -1( 0) + ( 81), 0 < 6 < 1 , .... ( iii) 
ಆದರೆ (i) ಮತ್ತು (ii) ರಿಂದ 
t _ of dx of dy 

( $ 5 . 5 ) 


d'(t) = 3a: dt tay dt 


=( + ))/(es9): 
¢'()= a (1) 


= 


+ fix,9): 


- ಇತ್ಯಾದಿ. 


¢ ()= (h +k (m,೪),r = 1,2,3,... 2. 
.: + (0)= ( + À (a,6), 
ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (iii ) ರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸಿ (substitute ) ತರುವಾಯ 
t = 1 ಹಾಕಿದರೆ ಸಾಧನೆಯು ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗುತ್ತದೆ. 
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- ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿ , ಮೇಲಿನ ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯಲ್ಲಿ 

= 6 = 0, } = ೫ ಮತ್ತು k = > ಹಾಕಿದರೆ, 
f(x,9) = f(0, 0)+ 3 +91 
(0,0) 


+ 2 Ax9 


೨ 


+ 


- + 


* 2! x². 


* 


2 + 


+ 


. . . 


+ 


: + 91 -19 


- Art -1 + 


* + 91 


1 
dyn = 1 


1 / 


m 


. 


+ 4 + . + y : f (d.c, By), 

0 < 841, 
ಎಂಬ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

ಟಿಪ್ಪಣಿ: (1) h, k ಗಳು ಸ್ಥಿರಿಗಳಾದ್ದರಿಂದ ಮೇಲಿನಂತೆ 


ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದರೆ, ೫, ೪ ಗಳು ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳಾದ್ದರಿಂದ 


+ 9 


= + 2xY + y + 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಮೆಕ್ಲಾರಿನ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಲ್ಲಿ 

( + 9 , r= 1, 2,3,...." 
ಎಂಬ ಸಂಕೇತವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವುದಕ್ಕಾಗುವುದಿಲ್ಲ . 
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( 2) ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು ಎರಡಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚಾ 
ದಾಗಲೂ ಟೇಲರ್‌ ಮತ್ತು ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ ಸಂಸಿದ್ಧಿ ಗಳ ರೂಪಗಳು 
ಮೇಲಿನ ರೂಪಗಳಿಗೆ ಸದೃಶವಾದುವು. ಅವುಗಳ ಸಾಧನೆಗಳೂ ಮೇಲಿ 
ನಂತೆಯೇ , 

_ 5 .7 . ಲಾಸ್ಟಾಸಿಯನ್ ನಿನ ರೂಪಾಂತರಗಳು ( trans 
formations of the Laplacean ) . 

V (x , y, z) NOU E O DJ JO JO JZR Vxx , Vyy , V 
ಎಂಬ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯ ಗಳಿವೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 


77. 


v = V _ V 


2V 


2v 


D ?V = d.ge + xyz + özé 
ಎಂಬ ಪ್ರಕಾಶಕಕ್ಕೆ (expression ) ಲಾಪ್ಲಾಸಿಯನ್ (Laplacean ) 
ಎಂದೂ , 


2 


V² _ 8² 


೩ 1 

dyx de 


- 02 


ಎಂಬ ಕಾರಕಕ್ಕೆ ಲಾಪ್ಲಾಸಿಯನ್ ಕಾರಕ ( Laplacean opera 
tor) ಎಂದೂ ಹೆಸರು , ಲಾಪ್ಲಾಸಿಯನ್ನಿನ ಕೆಲವು ರೂಪಾಂತರಗಳು 
ಪ್ರಯೋಗ ಗಣಿತದಲ್ಲಿ ( applied mathematics ) ಅಲ್ಲಲ್ಲಿ 
ಸಂಭವಿಸುವುದರಿಂದ ಇಲ್ಲಿ ಇದರ ಮುಖ್ಯ ರೂಪಾಂತರಗಳನ್ನು ಪಡೆಯ 
ಲಾಗುವುದು . 


- (1) ಕಾಂಡವ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ 2V ( 72V in 
cylindrical coordinates ) . 

P ( , ೨ , ೩) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ XOY ಎಂಬ 
ಸಮತಲದಮೇಲೆPM ಎಂಬ ಲಂಬವು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ ( ಆಕೃತಿ 5 - 2). 
ಆಗ OM = 1 , ZXOM = ¢ ಆದರೆ, ( ೩, 4 , 2) ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆ 
ಗಳು P ಬಿಂದುವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತವೆಯಷ್ಟೆ. ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ 
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ಕಾಂಡವ ನಿರ್ದೆಶಕ ಗಳು ( cylindrical Coordinates ) 
ಎಂದು ಹೆಸರು . ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ, 

೩ = ೩ ಕಾಸ್d , Y = ೭ ಸೈನ್¢ 


- - 


- 


- - 


- 


M 


ಆ ಕೃತಿ 5 - 2 


ಈಗ, V = V ( u , 4 , 2) ಆದರೆ , 

, 2V1 SV 1 2V V . 
*v V = 

* * bu² * 4 bu * ² 542 * 2 .... ( A ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 

(i) ರಿಂದ 11 =1²+ Y ), ಮತ್ತು 6 = ಬ್ಯಾನ್ (Y/x). 
. = = ಕಾಸ್¢ ; = = ಸೈನ್¢ ; 


Y 


ಸೈನ್d 


86 x 


ಕಾಸ್ 
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ಇಲ್ಲಿ ೫ ನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಅಂತರಣ ಮಾಡುವಾಗ ೪ ಯನ್ನು ಸ್ಥಿರಿ 
ಯೆಂದೂ , Y ಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಅಂತರಣ ಮಾಡುವಾಗ ೫ ನ್ನು 
ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದೂ ಪರಿಗಣಿಸಬೇಕಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಮೊದಲು ಮತ್ತು 
- 6 ಗಳನ್ನು ಖ , Y ಗಳಲ್ಲಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಿದೆ. ಈಗ 

V V V V ¢ 
೨೫ = ೨u * * 54 ' 
- SV V ಸೈನ್¢ 


= ಕಾಸ್ - 54U 


ಇಲ್ಲಿ V / x ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ ಸ್ಥಿರಿ; ಮತ್ತು V /°4 ವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವಾಗ 4 ಸ್ಥಿರಿ. ಮತ್ತೆ 
2V V 
9x2 = x7 


_ ಕಾಸ್¢ V ಸೈನ್¢ 2V1 

- 1 4 1 - 4³ | 
- - ಕಾಸ್ + 
- ಕಾಸ್2V2ಕಾಸ್¢ ಸೈನ್d SV 

2 + 
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2ಕಾಸ್¢ ಸೈನ್¢ 32 ಸೈನ್24 ಶ್ರೀv 

дифф " и ди 


ಸೈನ್²4 PV 


- 


V 


V 


du 


y 


ed 


ಕಾಸ್d BV 
u od 


.: 


0 = 


ಕಾಸ್¢ 
U 


- 


By = ಸೈನ್ + - + ಕಾಸ್d 


You 


( iv ) 


7 . V . ಕಾಸ್¢ SV | 
( ಸೆನ್ + + 

\ ' ®z ' 1 / 
2V 2 ಕಾಸ¢ ಸೈನ್d V 
= ಸೈನ್ - 

* ತ6 
2 ಕಾಸ್¢ ಸೈನ್¢ 32v ಕಾಸ್²4 V 

и дифтиди 
ಕಾಸ್²4 2V 

.... (v ) 


ಈಗ ( iii ) ಮತ್ತು (v ) ರ ಸಂಕಲನದಿಂದ 
S2V 82 82V - 1 SV1 32V 
Bx² * by² - ² * 1 * ² 4² 


.... ( vi ) 
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ಇಲ್ಲಿ ಎರಡು ಕಡೆಗೂ 8-v/ a² ನ್ನು ಸೇರಿಸಿದರೆ ( A ) ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ, 

(2) ಗೋಳ ( ನೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ v²V 
( 0²V in spherical polar coordinates ). 

- ಆಕೃತಿ 5 - 2 ರಲ್ಲಿ OP = 1 , _ ZOP = 6 ಮತ್ತು 
ZXOM = 4 ಆದರೆ, ( , 8, 4) ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯಾಶ್ರಯವು P 
ಬಿಂದುವನ್ನು ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿಗೆ ಗೋಳನ್ನು ನೀಯ 
ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು (spherical polar coordinates ) ಎಂದು 
ಹೆಸರು . ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ ೩ = ಸೈನ್d ; ಆದ್ದರಿಂದ 
- x = " ಸೈನ್6 ಕಾಸ್d, Y = ಸೈನ್ ಸೈನ್¢| 

ಮತ್ತು 2 = ಕಾಸ್d. 
ಈಗ V = V ( r, 6 , 6) ಆದರೆ , 

, 2V 2 AV 1 2 ಕಾಟ* 8 SV 
V = V = 2 * * * 2 * 2 58 

1 2V 

" ಸೈನ್28 42 .... ( B ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ, 
ಮೇಲಿನ ( A) ಇಂದ 

2V2V1 SV 1 2V .. . 
" = ² * ² ) * * ² 42 '.... ( vii ) 


ಆದರೆ , = ?” ಕಾಸ್ 8 , 4 = 1 ಸೈನ್ 6- 


. ಮೇಲಿನ ( vi) ರಿಂದ 

82V 2V 
²² * ² = 


2V1 SV | S2V 
2 * * ² 92 - 
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ಅಲ್ಲದೆ ಮೇಲಿನ ( iv ) ರಿಂದ 
OV 

V ಕಾಸ್d V 

= ಸೈನ್ * 50. 
ಇವುಗಳನ್ನು ( vii ) ರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸಿದರೆ ( B) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
Eಂದ [ಉದಾ. 17 , 18, 19, ಅಭ್ಯಾಸ 5 ನೋಡಿ.] 

5.8 . ಜಕೋಬಿಯನ್ ಗಳು ( Jacobians).. 
R ಎಂಬ ಒಂದು ಕ್ಷೇತ್ರದಲ್ಲಿ 

( , , ...., * ) , r = 1 , 2, 3 , ...., 
ಎಂಬ 7 ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ದತ್ತವಾಗಿವೆಯೆಂದೂ , ಈ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ 
ಮೊದಲನೆಯ ಹಂತದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳಿವೆಯೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ 


Ju 


U du . 
ಎx ” ಅx, " 


• 
ಎWg 


ಎU BL ...., 


c, , “ ” ಅx 
ಎಂಬ ಚೌಬಂಧಕ್ಕೆ ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನಾಪ್ರ ಕ್ರಮದ ( system ) 
ಜಕೊಬಿಯನ್ ಎಂದು ಹೆಸರು . ಇದನ್ನು ಅನುಸ್ಥಾಪ ಚೌಬಂಧ 
( fnnctional determinant) wody foodsugjo evoeg). 


ಕೆ 


ಈ ಬಂದವನು. ( 1) May 11) ) ಅಥವಾ T ಎಂದು ಸಂಕೇತಿ 

3 - X , Y .... , ) 
ಸುವುದು ವಾಡಿಕೆ , 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
I. ೫ = ?” ಕಾಸ್ 6 , y = " ಸೈನ© ಆದರೆ , 

( ೮, ೪ ) ಕಾಸ್8, - ↑ ಸೈನ್ 
ಶr, 8) = ಸೈನ್8, r ಕಾಸ್ 


೪ + 2 = 


1, 


2 = & & 


ಆದರೆ , 


2 . + 9 + 2 = ೬, 
da, , ) . 


( 6, 1 ) = ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


ಇಲ್ಲಿ = $ (1 - 1) , = n (1 - 2) , 2 = ng, 
². J = 1 - 7, - ೯, ೧ | 

"( 1 - 2) , ( 1 - 5), - En 

- 79, 8, £m. 
ಇದರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಸಾಲಿಗೂ ಅದರ ಕೆಳಗಿನ ಸಾಲುಗಳನ್ನೆಲ್ಲ 
ಸಂಕಲಿಸಿದರೆ , 

J = 1, 0, 0 = n. 


| ng, , 


O ಎಪಿ ಅದರ 


ಅಭ್ಯಾಸ 5 
1. fix, 9) = ಟ್ಯಾನ್ ' ( cy ) ಆದರೆ, 
fs (1, 2) = 2 f (1, 2) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಆ - 

2, 2(x + Y) = 1 + Y² ಆದರೆ, 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
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3. f ( ೫, ೪) = ಸೈನ್ (Y/ ) ಆದರೆ , fx = fjs , 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

4. U = C ಕಾಸ್ (w + at) + D ಸೈನ್ ( ೩ - at) ಆದರೆ, 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


ಆದರೆ, 

²u 1 ಶಿಶ್ನ 

bx² = k at | 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ,ಇs 
6 . U = ಲಾಗ್ ( ² + y + ೩೭) ಆದರೆ , 

೨೭a Pu Py 

* ayb = 92bn = " cou 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

7. Y = 2 ಟ್ಯಾನ್ ಆದರೆ, 4_x + 1y = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

8 , 4 = ಲಾಗ್ v/ ( x² + y° ) ಆದರೆ, 4xx + My = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


9. U = 19 /( c + Y) ಆದರೆ, 

** xx + 2xY Uxy + y+ kyy = 0 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 


ಅ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


159 


10 . U = x3 + ² – 3xY ಆದರೆ, 

* Uz + yuy = 3u , 
ಮತ್ತು xux + 2xYU + guys = 6w 
ಎಂದು ತಾಳೆ ಮಾಡಿ ( verify ). 
11. ಸೈನ್ ೩ = ( + ²)/( x + 9) ಆದರೆ , 

XUz + yuy = éjs, ja u 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


12. 
ಆದರೆ, 


6 = te- ೯ 


1 


) 7 


| 


A 


ಆಗುವಂತೆ ೧ ನನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


| 


13 . 1 = 1 - 2ny + y ) + ಆದರೆ 


bU 


8U 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


14 . f = ೫೭ , Y , 22 || 

X , Y , 2 

1 , 1 , 1 
ಆದರೆ, fe + fax + j , ನ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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15. f ( x , Y , ) = Oc² + by + c + 2fY2 
+ 2g2x + 2hxY ಆಗಿ, j = f = f = 0 ಆದರೆ , ಆಗ 

d , h , g 
h, 6 , f = 0 . 

9 ; f, c | 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

16 , 2 = vx + ೪೪, = 1 + ಕಾಸ್d , ೪ = 1 - ಕಾಸ್ 0 
ಆದರೆ , 

dz dz dx dz dy 

de Joc dot dy de 
ಎಂದು ತಾಳೆ ಮಾಡಿ. 
17, flv , Y) = x - Y* = 0 ಆದರೆ , 

dy _ _ fx 
ಎಂದು ತಾಳೆ ಮಾಡಿ, 

18. V = 1² /0 , ಕಾಸ್ 0 = ಮತ್ತು " ಸೈನ್d 


dx 


- fu 


= } ಆದರೆ, 


ಕೆ 


8 


| 


= [೨ ಕಾಸ್8 + ಸೈನ್ ] 
g = dL2 ಸೈನ್ - ಕಾಸ್ 


ಕಾಸ್‌07 


ಮತ್ತು 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

19. f (x , y) = 0 ಆದರೆ, 


- 


-- 


-2/af-f+ for+] 


T 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


11] 
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20. (1) V = f7), ಸಂಗತ ! = ( x² + y°) ಆದರೆ, 

PV V V 1 SV 

bx2 * ಎy or: * * * 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

- ( ii) V = j r ), ಸಂಗತ = ( x + 9² + 2² ). 
ಆದರೆ, 

²V , PV 52V 82V 2 SV 

By : * ಎy : * ² = 2 * r 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

( iii ) V = f r), 
ಸಂಗತ ↑ = ( x² + 2 + .... + ) ಆದರೆ , 

2V2V2V ೨೭V 1 - 1 SV 

+ x + + : ? * * * 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


- 21 . V2V – 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಈ ಕೆಳಗಿನ 
ರೂಪಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದೆಂದು ತೋರಿಸಿ : - 


(1) 


* / + ಸೈನ್ ಎ ಸೈನ್ ) 


- 1 2V 
" ಸೈನ್20 ಅ42 = 0 ; 


. 


162 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನಾಶ 


- (i) 


- ಸೈನ್ )+ ( ಸೈನ್ ) 


(iv ) * VP +91- 


1 


+ 1 - 

= 0, 
64 = 0 , 

ಸಂಗತ J = ಕಾಸ್ 8 . 
29 . V = js, 7, ), ಸಂಗತ 

= 1 + 19 + 12, 
1 = mix + 9 + 12, 

= 7 + 9 + 12, 
1² + 12 + 0 = 1 , 1² + m + n = 1, ಇತ್ಯಾದಿ ; 
ಮತ್ತು Im + lm + Im = 1 , 10 + mmm + = 1 , 
ಇತ್ಯಾದಿ ಆದರೆ, ಆಗ | 

SV V V V V8²v 

9x2 ' ®v² ' x2 - " na " ? 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 


- 


- 4 + 9 + 4 ) 
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- 1.63 


23 . 1 = ಕಾಸ್ , 

4 = ಸೈನ್ , ಕಾಸ್X 
24 = ಸೈನ್ ಸೈನ್ಸ್ ಕಾಸ್ಸಿ , 


4 = ಸೈನ್ಸೈನ್X : . . ಸೈನ್ - ಕಾಸ್X 


ಆದರೆ, 


( U , , . . . 4 ) 
( ೫ , , . . ೩ ) 
= ( - 1) ಸೈನ್ " ಸೈನ್x- x . . . ಸೈನ್ - ಸೈನ್ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


24 . 


X + 

- 


+ + . . . + = ೬ . 
+ + . . . + = 

* + . . . + =೯ s 


. 


* = { s: • • • &a 


ಆದರೆ , 


( , X , , , ,, ೩ ) . 


= 


೬ 


" 51 - 


1 -3 


> 


2) - . . 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 


[ ಉದಾ. 2, $ 5. 8 ನೋಡಿ] 
25, ಯುಕ್ತ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 
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೨ ( Ug, Ux, . . , ೩ ) ( U , Ug, . . . , ) 
8 ( , X2, , , ,, Kn) ( - 1, 2, . . ., ) 

( * ) 22 , . . , * ) 

8 ( X , 32, . . . ) 
ಎಂದು ಸಾಧಿಸಿ, 

[ಚೌಬಂಧಗಳ ಗುಣಕಾರವಿಧಿಯನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿ.] 

26 . ಟೇಲರ್ ಮತ್ತು ಮೆಕ್ ಲಾರಿನ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಗಳನ್ನು ಮೂರು 
ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಸಾಧಿಸಿ, 


ಅಧ್ಯಾಯ VI 
ಧಾರಣಗಳು , ಉಪಲಕ್ಷಗಳು ಮತ್ತು ದೋಷಗಳು 
( rates , approximations and errors ) 


6 . 1 . ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನವು ಒಂದು ಧಾರಣಮಾಪಕ 
Somo Jono (differential coefficient as a 
rate -measurer ) . 


$ 2.1 ರ ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ, ೫ ವಿಸ್ತಭಾವಿಯ ವರ್ಧನವು 60 
ಆದಾಗ ೪ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ವರ್ಧನವು 5Y ಆದ್ದರಿಂದ, ರಾಶಿಯ 
ಪ್ರಕಾರ , ಖನ ವರ್ಧನವು 1 ಆದಾಗ ೪ನ ವರ್ಧನವು 8Y / 8x ಆಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ ರಿಂದ 80ಆದಾಗ ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ du / ax ಎಂಬ ಅಂತರಾಂಶ 
ಸಹವರ್ತನವು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 9 ವಿಸ್ವಭಾವಿಯು x ನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ 
ವೃದ್ದಿ ಯಾಗುವ ಧಾರಣವನ್ನು (rate) ನಿರ್ದೇಶಿಸುತ್ತದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಒಂದು ಬಿಂದುವು 8 = ft) ಎಂಬ ನಿಯಮಾನು 
ಸಾರವಾಗಿ | ಸೆಕೆಂಡಗಳ ಕಾಲದಲ್ಲಿ 8 ಅಡಿ ದೂರ ಚಲಿಸಿದರೆ , 1 ಸೆಕೆಂಡ್ 
ಗಳ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ ಅದರ ವೇಗವು ds/ dt = f '(t) ಮತ್ತು ಅದರ 
ತ್ವರ್ಯ ಕವು d s/ dt = f "(ಕ). 

6 .2 . ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನಕ್ಕೆ ಉಪಲಕ್ಷಗಳು 
(approximations to the differential co 
efficient ). 

- 8x ಚಿಕ್ಕದಾದಾಗ 8Y / 8x ಎಂಬ ಧಾರಣರಾಶಿಯನ್ನು ( ratio ) 
dy/dx ಎಂಬ ಧಾರಣದ ( rate) ಒಂದು ಉಪಲಕ್ಷ (ಉಪಲಕ್ಷಣ, 
ಉಪಸನ , ಉಪಕ೦ಠ, approximate ) ನ ವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸ 
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ಬಹುದು ; ಏಕೆಂದರೆ 8x > 0 ಆದಾಗ 8Y6x dy/ d , ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿ, 
dy / dc ರೂ 5 / 6 ಗೂ ಇರುವ ವ್ಯತ್ಯಾಸವು 8x ನ ಬೆಲೆಯನ್ನವ 
ಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ. 


6 - 3. ದೋಷಗಳು ( errors ). 

ನ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ ಶಿಖ ಎಂಬ ಚಿಕ್ಕದೊಂದು ದೋಷವು ಸಂಭವಿಸಿ 
ದರೆ, ಅದಕ್ಕೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿ Y ನಲ್ಲಿ ಸಂಭವಿಸುವ BY ಎಂಬ ದೋಷವು 
ಉಪಲಕ್ಷವಾಗಿ (dy| da )-8x ಆಗುತ್ತದೆ; ಏಕೆಂದರೆ , 8೩ ಚಿಕ್ಕ ದಾ 
ದಾಗ dy | ds ಮತ್ತು by /8x ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಉಸಲಕ್ಷವಾಗಿ ಸವ 
ವೆಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು . 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . ಒಂದು ಬಿಂದುವು t ಕಾಲದಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುವ 8 ದೂರವು 
S = Ut + 1 ft , (U ಮತ್ತು / ಸ್ಥಿರಿಗಳು ) ಆದರೆ , ಅದರ ಆದಿವೇಗ 
(initial velocity ) ಮತ್ತು ತ್ವರ್ಯ ಕಗಳನ್ನು ( acceleration ) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

- ವೇಗ = ds/ dt = ೩ + ft ; ಇದರಲ್ಲಿ 1 = 0 ಹಾಕಿದರೆ, ಆದಿ 
ವೇಗ = ೩ , ಮತ್ತೆ , ತ್ವರ್ಯಕ = du / dt = d°s / dt = f. 

2. 5 ಅಡಿ ಎತ್ತರ 8 
ವಿರುವ ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯನು 
163 ಅಡಿ ಎತ್ತರವಿರುವ 
ಒ೦ದು ದೀಪಸ್ತ೦ಭದಿಂದ 6 
ನೇರವಾಗಿ ಘಂಟೆಯೊಂದಕ್ಕೆ 
3ಮೈಲಿ ವೇಗದಲ್ಲಿ ನಡೆಯು 
ತ್ತಾನೆ. ಅವನ ನೆರಳು ವೃದ್ಧಿ 
ಯಾಗುವ ವೇಗವೆಷ್ಟು ? 

& ಕೃತಿ 6 - | 
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EA AB 


ನೆರಳಿನ ಉದ್ದ ೫ ಆದರೆ ( ಆಕೃತಿ 6 - 1), du / dt: ಯನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. ದತ್ತ : dgdt = 3 . ಈಗ 

Ed- 5 : ಎಂದರೆ, "* =3. 
" 2n = Y. .. - - 3, 000 
.. - # ಮೈ / ಘಂ. ಉತ್ತರ. 


3 


. 


C 


) 


3, 60° ಶೃಂಗಕೋನವುಳ್ಳ ( vertical angle) ಒಂದು 
ಅಪಶೃಂಗ ( inverted) ಸಮ ವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕುವಿನೊಳಕ್ಕೆ ( right 
Circular Cone) ಒಂದು ನಲ್ಲಿಯಿಂದ ನೀರು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 
66 ಘ , ಅಂ , ಗಳಂತೆ ಸುರಿಯುತ್ತಿದೆ, ಶಂಕುವಿನಲ್ಲಿ ನೀರಿನ ಮಧ್ಯಮ 
ಆಳವು 5² ಅಂಗುಲಗಳಾದಾಗ ಆ ಆಳವು ನಿಮಿಷವೊ 
ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ವೃದ್ಧಿಯಾಗುತ್ತದೆ? ( T = 22/7), 

ನೀರಿನ ಮಧ್ಯಮ ಆಳವು h ಆದಾಗ ಅದರ ಉಪವರ್ತುಳದ 
ತ್ರಿಜ್ಯವು ? ಎಂದೂ ನೀರಿನ ಶಂಕುವಿನ ಘನವು 1 ಎಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ 
( ಆಕೃತಿ 6 - 2) , du / dt = 66 ಎಂದು ದತ್ತ 
ವಾಗಿದೆ. h = 21 / 4 ಆದಾಗ dh / dt ಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ, ಈಗ 


dh dh 


do podh 


.... (1) 


dt - do * at = 65 di .... (i) 
ಈ ಗುಣಲಬ್ಬದಲ್ಲಿ ದy du /dt ಯನ್ನು ಒಂದು 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನಾಗಿ ಇಟ್ಟುಕೊಂಡು ಇನ್ನೊಂದು 
ಅಪವರ್ತನವನ್ನು ಹೊಂದಿಸಿದೆಯೆಂಬ ಅಂಶ 
ವನ್ನು ಗಮನಿಸಬೇಕು. ಈಗ 


ಆಕೃತಿ 6 - 2 
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V 11 kmth, ಮತ್ತು = ಬ್ಯಾನ್ 30° = 43, 

a dh 3 
V = | Th'.. . = nh . .. d = it ' 


. 


ಈಗ (i) ರಿಂದ, dh 66 x 3 . 


ಈಗೆ (2) ರಿಂದ, dt = Th * 

ಆದರೆ , T = , ಮತ್ತು h = 1 , 


_ dh 

dt = 2 ಅ೦ : / ನಿ, 


ಉತ್ತರ, 


4 . 6 ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಗಳ ( radians) ಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳ ಒಂದು 
ಕೋನವನ್ನು ಅಳೆಯುವಾಗ 80 ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಯಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ದೋಷವು 
ಸಂಭವಿಸಿದರೆ , ಅದರಿಂದ ಬ್ಯಾನ್‌ ದ ಬೆಲೆಯಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ 
ದೋಷವೆಷ್ಟು ? ಆಗ ಟ್ಯಾನ್ ದ ಉಪಲಕ್ಷ ಮೂಲ್ಯವೆಷ್ಟು ? 

= ಟ್ಯಾನ್ ಆದರೆ , dy |dd = ಸೆಕ ?0, 
88 ಚಿಕ್ಕದಾದ್ದರಿಂದ dy ) d0 ಮತ್ತು 8Y / 86 ಗಳು ಉಪಲಕ್ಷವಾಗಿ 
ಸಮ , ಆದ್ದರಿಂದ 

೪ ನ ದೋಷ= 8Y = ( ಸೆಕ್20 )- 80 ; 
ಮತ್ತು ೪ ನ ಉಪಲಕ್ಷ ಮೌಲ್ಯ = y + 8Y 

= ಟ್ಯಾನ್ 8 + ( ಸೆಕ್ತಿ 0 )- 80 . 
5 . ಒಂದು ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಶತಮಾನಿಕ (ಶೇಕಡ) 
ದೋಷವು ತ್ರಿಜ್ಯದ ಶತಮಾನಿಕ ದೋಷದ ಎರಡರಷ್ಟಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ, 

ವರ್ತುಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ ", ಮತ್ತು ವಿಸ್ತೀರ್ಣ S ಆದರೆ, S = Tr² . 
, dS / dr = 2m . : ಉಪಲಕ್ಷ್ಮವಾಗಿ 8S = 2n7br, 
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ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು 1² ಆದಾಗ, ದೋಷವು 2qr81 ಆದರೆ, 
, 10 

- 200 & r/ ?" ; 
ಎಂದರೆ , ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಶೇಕಡ ದೋಷವು 2008r /r . 
ಮತ್ತೆ , ತ್ರಿಜ್ಯವು ? ಆದಾಗ, ದೋಷವು 57 ಆದರೆ , 

- ತ್ರಿಜ್ಯವು 100 ಆದಾಗ, ದೋಷವು 100 8r ] ; 
ಎಂದರೆ, ತ್ರಿಜ್ಯದ ಶೇಕಡ ದೋಷವು 100 Br / 1²- 
ಇದು ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಶೇಕಡ ದೋಷದ ಅರ್ಧದಷ್ಟಿದೆ, 


6 . ಒಂದು ಆಯದ ( ದೀರ್ಘ ಚತುರಸ್ರ , rectangle ) 
ಉದ್ದ ಮತ್ತು ಅಗಲಗಳು 4 ಮತ್ತು 6 . ಇವುಗಳನ್ನು ಅಳೆಯುವಾಗ 
80 ಮತ್ತು 8b ಎಂಬ ಚಿಕ್ಕ ದೋಷಗಳು ಸಂಭವಿಸಿದರೆ, ಆಗ ಆಯದ 
ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಲ್ಲಿ ಸಂಭವಿಸುವ ಉಪಲಕ್ಷ ದೋಷವೆಷ್ಟು ? 
- ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು A ಆದರೆ , A = ab , . . dA = bda + adb , 
.: 8A = bba + a8b (ಉಪಲಕ್ಷ್ಯವಾಗಿ ) .... (i) 
ಇದು ಉಪಲಕ್ಷದೋಷ, 
ಆದರೆ ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ವಿಸ್ತೀ Aly 

aby 

fabb 
ರ್ಣದ ದೋಷವು 

ba + a8b + 686 
ಆಗುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 6 -3) 
80 , 86 ಗಳು ಚಿಕ್ಕವಾದಾಗ 
ba - 8b ಎಂಬ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಈ 
ಬಹಳ ಚಿಕ್ಕದಾದ ರಿಂದ ೬ || 

63 6 - 3 
ಉಪೇಕ್ಷಣೀಯವಾದುದು . 

_ b ನ ಅಳತೆ ಸರಿಯಾಗಿದ್ದು , ೮ ನ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ದೋಷ 
ವಿದ್ದಿದ್ದರೆ, ಆಗ A ನ ದೋಷವು 8A = 68q ಆಗುತ್ತಿತ್ತು . ಹಾಗೆಯೇ 


C« . 
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a ನ ಅಳತೆ ಸರಿಯಾಗಿದ್ದು , 6 ನ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ದೋಷವಿದ್ದಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ A ನ ದೋಷವು 6A = 086 ಆಗುತ್ತಿತ್ತು . ೧ ಮತ್ತು 6 
ಎರಡರ ಅಳತೆಗಳಲ್ಲಿ ಚಿಕ್ಕ ದೋಷಗಳಿದ್ದಾಗ, (i) ರಿಂದ 
& A = 6A + 6A . ಹೀಗೆ 50 ಮತ್ತು 86 ಗಳನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸಿ 
8A ಮತ್ತು 8A ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು ಅವುಗಳನ್ನು ಸಂಕಲಿಸಿದರೆ 
8A ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ V = abc ಆಗಿ , , 6, c ಗಳ 
ಅಳತೆಗಳಲ್ಲಿ 80 , 86 , 8c ಎಂಬ ಚಿಕ್ಕ ದೋಷಗಳಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಉಪಲಕ್ಷ 
ವಾಗಿ 8V = bcba + Cabb + ab8c ಆಗುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 6 
1 . ಒಂದು ಬಿಂದುವು 8 = 44t - 6t2 ಎಂಬ ನಿಯಮಾನು 
ಸಾರವಾಗಿ 1 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗಳಲ್ಲಿ 8 ಅಡಿ ದೂರ ಚಲಿಸಿದರೆ, ಚಲನವು 
ಸೃಂಭಿತವಾಗುವ ವೇಳೆಗೆ ಆ ಬಿಂದುವು ಎಷ್ಟು ದೂರ ಚಲಿಸಿರುತ್ತದೆ ? 

2. ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಚಲನೆಯಲ್ಲಿ, ದೂರ 8 ಮತ್ತು ಕಾಲ 
t ಗಳ ಸಂಬಂಧವು 

s = aet + bet 
ಆದರೆ , ತ್ವರ್ಯಕದ ಪ್ರಮಾಣವು ಯಾವಾಗಲೂ ದೂರದ ಪ್ರಮಾಣಕ್ಕೆ 
ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ 

3 , ಒಂದು ಗಾಳಿಯ ಪಟಕ್ಕೆ ದಾರವನ್ನು 1 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗೆ 2 ಅಡಿ 
ಗಳಂತೆ ಬಿಡಲಾಗುತ್ತಿದೆ. ದಾರವು ರಸಮಟ್ಟಕ್ಕೆ ಸದಾ 45° ಕೋನ 
ದಲ್ಲಿರುವಂತೆ ಗಾಳಿಯ ಪಟವು ಚಲಿಸುತ್ತಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಎತ್ತರವು 
1 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ವರ್ಧಿಸುತ್ತಿದೆ ? 

4 . ಗೋಡೆಗೆ ಒರಗಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ 13 ಅಡಿ ಉದ್ದದ ಒಂದು 
ಏಣಿಯ ಕೆಳ ತುದಿಯು ನೆಲದಮೇಲೆ ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 1 ಅಂಗುಲದಂತೆ 
ಗೋಡೆಯಿಂದ ದೂರವಾಗಿ ಸರಿಯುತ್ತಿದೆ, ಅದರ ಕೆಳತುದಿಯು 
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ಗೋಡೆಯಿಂದ 5 ಅಡಿ ದೂರದಲ್ಲಿರುವಾಗ ಅದರ ಮೇಲ್ತುದಿಯು ನಿಮಿಷ 
ವೊಂದಕ್ಕೆ ಎಷ್ಟು ಅಂಗುಲದಂತೆ ಇಳಿಯುತ್ತದೆ ? 


5 . ಒ೦ದು ಲೋಹದ ಚದುರವು (square ) ಕಾಯಿಸ 
ಅದರ ಅಂಚು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 0 . 02 ಅಂಗುಲದಂತೆ ವೃದ್ದಿ ಯಾದರೆ , 
ಅಂಚು 8 ಅಂಗುಲವಾದಾಗ ಚದುರದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 
ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ವೃದ್ಧಿಯಾಗುತ್ತದೆ ? 


6 ಒಂದು ಸರೋವರದ ಗಭೀರ ನಿರ್ಮಲ ಜಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು 
ಕಲ್ಲುಹರಳನ್ನು ಹಾಕಿದಾಗ ಪ್ರಾರಂಭವಾದ ಅಲೆಯ ತ್ರಿಜ್ಯವು 1 ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 
1€75 ಅಡಿಗಳಂತೆ ವರ್ಧಿಸುತ್ತಿದೆ. ಎರಡನೆಯ ಸೆಕೆಂಡಿನ ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ 
ಆ ಅಲೆಯ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ ? ಅದರ 
ಸುತ್ತಳತೆಯು ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ ? ( ಗ = 22/ 7), 


- 7 , ಒ೦ದು ಲೋಹದ ಘನವು ( cube) ಕಾಯಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ 
ಅದರ ಅ೦ಚು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 0°05 ಸೆಂ . ಮಾ . ನಂತೆ ವರ್ಧಿಸಿದರೆ, 
ಅಂಚು 2 ಸೆಂ . ಮಾ . ಆದಾಗ, ಘನ ಮತ್ತು ಮು 
( volume and surface ) ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ 
ವರ್ಧಿಸುತ್ತವೆ ? 


8, ಒಂದು ಚೆಂಡಿನೊಳಕ್ಕೆ ಗಾಳಿಯನ್ನು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 
35 ಫ , ಅ೦. ಗಳಂತೆ ಒದಗಿಸಲಾಗುತ್ತಿದೆ, ಚೆಂಡಿನ ವ್ಯಾಸವು 14 ಅ೦ . 
ಗಳಾದಾಗ ಅದರ ಮುಖಸ್ಥಲವು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ 
ವೃದ್ದಿ ಯಾಗುತ್ತದೆ ? ( T = 22/ 7 ) . 

9 . ಒಂದು ಗೋಳದ (sphere ) ವ್ಯಾಸವು ( diameter ) 
1 ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ 0€22 ಅಂಗುಲಗಳಂತೆ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತಿದೆ. ಅದರ ತ್ರಿಜ್ಯವು 
3 ಅಂಗುಲಗಳಿದ್ದಾಗ ಅದರ ಘನ ಮತ್ತು ಮುಖಸ್ಥಲಗಳು ಮಿನಿ 
ಟ್ಟಿಗೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತವೆ ? ( T = 22 / 7), 
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10. ತಳದ ವ್ಯಾಸವು 1 ಅ. 2 ಅ೦ . ಉಳ್ಳ ಒ೦ದು ಸವ 
ವರ್ತುಳಿಯ ಕಾಂಡಾಕೃತಿಯ ( right circular cylinder ) 
ಪಾತ್ರೆಯೊಳಕ್ಕೆ ನೀರು ಏಕಪ್ರಕಾರವಾಗಿ ಸುರಿಯುತ್ತಿದೆ. ನೀರಿನ ಮಟ್ಟವು 
ಒಂದು ಮಿನಿಟ್ಟಿಗೆ ಅರ್ಧ ಅಂಗುಲದಂತೆ ಏರುತ್ತಿದ್ದರೆ, ಪಾತ್ರೆಯೊಳಕ್ಕೆ 
ಒಂದು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ ಎಷ್ಟು ನೀರು ಸುರಿಯುತ್ತಿದೆ ? ( T = 22/ 7) . 

11 . ಒಂದು ಸಮತಲದ ಮೇಲೆ ಧಾನ್ಯವು 21 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗಳಿಗೆ 
22 ಘನ ಅಡಿಗಳಂತೆ ರಾಶಿಯಾಗಿ ಬೀಳುತ್ತಿದೆ. ರಾಶಿಯು ಒಂದು 
ಸಮವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕುವಿನ ( right circular Cone) ಆಕೃತಿ 
ಯಲ್ಲಿದೆ, ಮತ್ತು ಅದರ ತಳದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ಯಾವಾಗಲೂ ಶೃ೦ಗದ 
( vertex ) ಎತ್ತರಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿದೆ. ಹಾಗಾದರೆ , 64 ಸೆಕೆಂಡ್‌ಗಳ 
ಅಂತ್ಯದಲ್ಲಿ ರಾಶಿಯ ಎತ್ತರವು ಒಂದು ಸೆಕೆಂಡಿಗೆ ಎಷ್ಟು ಅಂಗುಲಗಳಂತೆ 
ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ ? ( T = 22/ 7 ). 

12, . 90° ಶೃಂಗಕೋನವುಳ್ಳ ಒ೦ದು ಸವು ವರ್ತುಳಿಯ ಅಪ 
ಶೃಂಗ ಶಂಕುವಿನೊಳಕ್ಕೆ ( inverted right circular Cone ) 
ನೀರು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 231 ಘ . ಸೆಂ . ವಿತಾ , ಗಳಂತೆ ಹರಿಯುತ್ತಿದೆ. 
ಶಂಕುವಿನಲ್ಲಿ ನೀರಿನ ಮಧ್ಯಮ ಆಳವು 10€5 ಸೆಂ . ವಿರಾ . ಗಳಿಗೆ ಏರಿ 
ದಾಗ , ನೀರಿನ ಮಟ್ಟವು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ 
ಏರುತ್ತದೆ ? ಮತ್ತು ನೀರಿನ ಮಟ್ಟದ ವರ್ತುಳದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ನಿಮಿಷ 
ವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ಏರುತ್ತದೆ ? ( T = 22/ 7). 

13 . ಒಂದು ಲಾಳಿಕೆಯಲ್ಲಿ (funnel), ರಂಧ್ರವನ್ನು ಮುಚ್ಚಿ , 
ನೀರನ್ನು ತುಂಬಲಾಗಿದೆ. ನೀರಿನ ಮಧ್ಯಮ ಆಳವು ಒಂದು ಅಡಿ, ಮತ್ತು 
ಅದರ ಮೇಲ್ಮಟ್ಟದ ವರ್ತುಳದ ವ್ಯಾಸವೂ ಒಂದು ಅಡಿ, ರಂಧ್ರವನ್ನು 
ತೆರೆದಾಗ ನೀರು 1 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗೆ 1 ಫ . ಅ೦. ಗ೦ತೆ ಹರಿದುಹೋಗುತ್ತದೆ. 
ನೀರು ಅರ್ಧಮಟ್ಟಕ್ಕೆ ಇಳಿದಾಗ ಅದರ ಮಟ್ಟದ ವರ್ತುಳದ ಸುತ್ತಳತೆಯು 
1 ಸೆಕೆಂಡ್ ಗೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತದೆ ? 
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14 . ಅರ್ಧಗೋಳಾಕೃತಿಯಲ್ಲಿರುವ ( hemisphere) ಒಂದು 
ಬಟ್ಟಲಿನ ಕಂಠದ ವ್ಯಾಸವು ( diameter ) 10 ಅಂಗುಲವಿದೆ. 
ಬಟ್ಟಲಿನಲ್ಲಿ ನೀರು ತುಂಬಿದೆ, ಅದರ ತಲದಲ್ಲಿರುವ ಒಂದು ರಂಧ್ರವನ್ನು 
ತೆರೆದಾಗ ನೀರು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ 3 ಘ . ಅಂ . ಗಳಂತೆ ಹರಿದುಹೋದರೆ, 
ಪ್ರಾರಂಭದಲ್ಲಿ ನೀರಿನ ಮಧ್ಯಮ ಆಳವು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ 
ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ಇಳಿಯುತ್ತದೆ ? ನೀರಿನ ಮದ್ಯಮ ಆಳವು 3 ಅಂಗುಲಗ 
ಳಾದಾಗ ಆ ಆಳವು ನಿಮಿಷವೊಂದಕ್ಕೆ ಯಾವ ಧಾರಣದಲ್ಲಿ ಇಳಿಯು 
ಇದೆ ? [ ದತ್ತ : R ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಒಂದು ಗೋಳದ ಖಂಡದ 
( segment of a sphere ) ಮಧ್ಯಮ ಆಳವು h ಆದರೆ, ಆ ಖಂಡದ 


ಘನವು V = nh R -ು ಇರುತ್ತದೆ.] ( T = 22/7). 


15 . ಒಂದುಗೋಳದ ತ್ರಿಜ್ಯದ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ w % ದೋಷವಿದ್ದರೆ, 
ಅದರಿಂದ ಆ ಗೋಳದ ಘನದಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ ಶೇಕಡ ದೋಷವೆಷ್ಟು ? 

16. ABC ಎಂಬ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 4, 6 ಮತ್ತು 
2 C ಗಳನ್ನ ಳೆದು ಅದರ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ Sನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲಾಗಿದೆ. ಈ 
ಅಳತೆಗಳಲ್ಲಿ 60 , 86, 8C ಗಳಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕ ದೋಷಗಳಿವೆ, C ಮತ್ತು 
8C ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನದಲ್ಲಿದ್ದು , S ನ ಉಪಲಕ್ಷದೋಷವು BS ಆದರೆ, 

SS sa sb . .. 

S = a + 1 + ( ಕಾಟ್ C )- 5G 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 


d, b ಗಳ ಅಳತೆ ಸರಿಯಾಗಿದ್ದು , C ನ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ % ದೋಷ 
ವಿದ್ದಿದ್ದರೆ, ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಲ್ಲಿ ಶೇಕಡ ಉಪಲಕ್ಷ ದೋಷವೆಷ್ಟಾಗುತ್ತಿತ್ತು ? 

17 . ABC ಎಂಬ ಒಂದು ತ್ರಿಕೋನದ ಬಾಹುಗಳನ್ನಳೆಯು 
ನಾಗ ಬಾಹುವಿನಲ್ಲಿ ನಷ್ಟು ನ್ಯೂನತೆಯೂ ( defect), 6 ಬಾಹು 
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ವಿದಲ್ಲಿ 6 ನಷ್ಟು ಅತಿರೇಕವೂ (excess ) ಸಂಭವಿಸಿವೆ, ಆದರೆ c 
ಬಾಹುವು ಸರಿಯಾಗಿ ಅಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಇದರಿಂದ ತ್ರಿಕೋನದ ಸಲೆ S 
ನಲ್ಲಿ ಉಂಟಾಗುವ ಉಪಲಕ್ಷ ದೋಷವು SS ಆದರೆ , 
- SS 

24 - 6 ) 
S ( c + d - b)( c - 0 + 6 ). 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


18. ಒಂದು ವಿದ್ಯುತ್ ಯಂತ್ರದಲ್ಲಿ ಈ ವಿದ್ಯುತ್ ಪ್ರವಾಹವು 
6 ಪ್ರವಣಕೋನವನ್ನುಂಟುಮಾಡುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು C = k ಟ್ಯಾನ್ 6 , 
ಸಂಗತ k ಸ್ಥಿರಿ. ಪ್ರವಣಕೋನದ ಅಳತೆಯಲ್ಲಿ ಶೇಕಡ 0€5 ರಷ್ಟು 
ದೋಷವಿದ್ದರೆ, ವಿದ್ಯುತ್ ಪ್ರವಾಹದಲ್ಲಿ ಶೇಕಡ 6/ಸೈನ್20 ದಷ್ಟು 
ದೋಷವು ಸಂಭವಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. (0 ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನ 
ದಲ್ಲಿದೆ.) 


wou ೨ 


ಅಧ್ಯಾಯ VII 
ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳು 
( tangents and normals) 


1.1 . ಸರ್ಶರೇಖೆ (tangent) 

೪ = f ( c ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P ( ೩ , ೪ ) 
ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವೆಂದೂ , Q ಎಂಬ ಪ್ರಚಲಿತ ಬಿಂದುವು 
( current point) ಆ ರೇಖೆಯನ್ನನುಸರಿಸಿ P ಬಿಂದುವನ್ನು ಪರಿಮಿತಿ 
ಸುತ್ತದೆಯೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ QP ಎಂಬ ಛೇದಕದ (secant) 
ಪರಿಮಿತಿಯು TP ಆದರೆ, TP ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತರೇಖೆಗೆ 
ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ( ಆಕೃತಿ 
2 - 1, 2- 2). 


P WOO I 3F8233003 mj BF JIE ) ( slope ) dy /dx , 
( $ 2.11). ಆದ್ದರಿಂದ ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣವು 


dy , 


9 – 91 = 


( C – ) . 


ಅನೇಕವೇಳೆ ನಾವು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯನ್ನು ( direction ) 
ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಈ ದಿಶಿಯು, ದತ್ತರೇಖೆಯು x ವರ್ಧಿಸುವಂತೆ 
ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತಿದೆಯೇ ಅಥವಾ X ಕ್ಷೀಣಿಸುವಂತೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡು 
ತಿದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸುತ್ತದೆ. ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ೫ ವರ್ಧಿಸು 
ವಂತೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯನ್ನು ಆಕ್ಷತಿ 7 - 1 , 
7 - 2 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ, X - ಅಕ್ಷದ ಧನದಿಶಿಯಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
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ದಿಶಿಯವರೆಗೆ ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ಅಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ } ಎಂಬ ಕೋನವು 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕೋನ. 


43 7 | 


* ಕೃತಿ 7 - 2 


7 .2. ಲಂಬರೇಖೆ ( normal ) 

ದತ್ತರೇಖೆಗೆ P ಎಂಬ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, PT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ PN ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಗೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬದಲ್ಲಿರುವ ಎರಡು ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳ 
ಗುಣಲಬ್ದವು - 1 ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ. ಆದ್ದರಿಂದ PN ಎಂಬ ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು - da / dy . . . PN ಎಂಬ ಲಂಬರೇಖೆಯ 
ಸವಿಾಕರಣವು 

Y - 9 = = ( x – ). 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕೋನವು } ಆದರೆ, ಲಂಬರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕೋನವು 
G + 90° ಎಂದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. ಇಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 90° ಎಂಬ 
ಕೋನಗಳನ್ನು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ಅಳೆಯತಕ್ಕದ್ದು . ದತ್ತರೇಖೆಯ 
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ಅನುಸರಣವು ( tracing) ವರ್ಧಿಸುವಂತಿದ್ದರೆ , ಲಂಬರೇಖೆಯ 
ದಿಶಿಯು ಆಕೃತಿ 7 - 1, 7 - 2 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ; ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಅನುಸರಣವು X ಕ್ಷೀಣಿಸುವಂತಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು 
ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ದಿಶಿಗಳು ಆಕೃತಿ 7 - 1 , 7 - 2 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ ದಿಶಿ 
ಗಳಿಗೆ ವ್ಯತಿರಿಕ್ತವಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
- ಟಿ ಓ ಣಿ : ದತ್ತರೇಖೆಯು f೩,೪ ) = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತ 
(implicit) ರೂಪದಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ day / dc = - flf , 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವನ್ನು ( V , $ 5²5 ) ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಲ್ಲಿ ಅನೇಕ 
ವೇಳೆ ಸೌಲಭ್ಯವುಂಟು, ಆಗ ? ( ೩ , ೪ ) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸವಿಾಕರಣವು 

( x – + - Y = 0 ; 
ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 

* – – 91 
aflax , oflayı 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
- 1 . Y = * – 5x + 3 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ = 2 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
“ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ 2 = 2 ಆದಾಗ, ೪ = - 5 . 
, ದತ್ತ ಬಿಂದುವು ( 2, – 5 ) , ಈಗ dyda: = 2 – 5 . 

" dyid = 5 . ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣವು 
y + 5 = 5( x – 2 ) ; ಎಂದರೆ , 5x - Y - 15 = 0 . ಮತ್ತು ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯು ೪ + 5 = - 1 ( x – 2 ) ; ಎಂದರೆ, ೫ + 54 + 23 = 0 . 
- 2 , ೫ = at , ೪ = 2at ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ( parabola ) 
* ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಇಲ್ಲಿ ಬಿಂದುವೆಂದರೆ ( at , 2aut ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವೆಂದರ್ಥ. 
ಈಗ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ dy | d = 1 /t . . . ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 


Y – 2at = ( x – Qt²) ; ಎಂದರೆ, 


– ty + at = 0 , 


ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಯು Y - 24t = - t – at ) ; ಎಂದರೆ, 

Y + tx = 2at + at . 


3 . Y = c ಕಾಷ್ ( / c ) ಎಂಬ ತಂತ್ರಿ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ( catenary ) 
ಆರೂಢದ ಪಾದದಿಂದ ( foot of the ordinate) ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬವು ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದುತೋರಿಸಿ. 

ದತ್ತರೇಖೆಯು ಮೇಲೆ P ಬಿಂದುವನ್ನು ಎಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ 
MN ನ ಅಳತೆಯು ( ಆಕೃತಿ 7 - 3) ಒಂದೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು 


ಆಕೃತಿ 7- 3 


ತೋರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ, [ PMT = 90° = MNP ಆದ್ದರಿಂದ 
PMN = MTP = [ . . MN = Yಕಾಸ¢. ಈಗ 
dy| ac = ಸೈನ್ಎ ಚ್ ( / c) = ಟ್ಯಾನ್ . 

.: ಕಾಸ್ } = ಸೆಕ್ ಎಚ್ ( x/ c). .. MN = C. 


4 . Q² + 2hry + by² + 2ga + 2fy + C = 0 ಎಂಬ 
ಶಂಕುಭಾಗಿನಿಯಲ್ಲಿ ( conic Section ) PK 9 ) ಎಂಬುದೊಂದು 
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GOD 


ದತ್ತ ಬಿಂದುವಾದರೆ, ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಸಮಿಾಕರಣ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

- ಇಲ್ಲಿ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವು f( x, 9) = 0 ಎಂಬ ಧ್ವನಿತರೂಪದಲ್ಲಿ 
ರುವುದರಿಂದ, ಮೇಲಿನ ಟಿಪ್ಪಣಿಯನ್ನು ಅನುಸರಿಸಬಹುದು. ಆಗ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
( ೫ - XXX + hy + g) + ( y - Y (ha + by + f ) = 0 
ಎಂದರೆ, QCM + hay + ೩೪) + byY + g( x + x ) 

+ f ( ೪ + ೪ ) + C = 0 
ಆಗುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಯು 

9 - 91 
ax : + hy , +g hx , + by , + f 
ಆಗುತ್ತದೆ. 


5 . f ( x, 9 ) = (ba + by) + (CS² + c XY + C9² ) 

- + (dx3 + dry + day² + dy ) = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


ಮೊದಲು , ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ 6 , 6, ಗಳೆರಡೂ ಒಟ್ಟಿಗೇ 
ಶೂನ್ಯವಲ್ಲವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು 
, ಆಗಿರಲಿ , ಆಗ ( ಆಕೃತಿ 7 - 4 ) 

ಪರಿಮಿ = m . 

Lo* 
ಈಗ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 
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+ x 4 + d + 4 + d = 0 .... ( ii) 

ಎಂದು ಬರೆಯೋಣ. 
ಇದನ್ನು x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, 

> 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , 
( i ) ರಿಂದ 

6 + 6111 = 0 . 

• ... m = -ು . 
ಆಕೃತಿ 7 - ಆದ್ದರಿಂದಮೂಲಬಿಂದುವಿ 

ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
Y = - x ; ಎಂದರೆ, bu + by = 0 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಒಂದುವೇಳೆ 6 = 0 = b, ಆಗಿ , c cc ಗಳೆಲ್ಲವೂ 
ಒಟ್ಟಿಗೇ ಶೂನ್ಯವಾಗದಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಸಮಿಾಕರಣ ( ii) 

we + + c ) + x = 0. 
ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ ಇಳಿಯುತ್ತದೆ, ಇದನ್ನು ² ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, 10 
ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 

- C + comm + Cm² = 0, 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ ಉm ಗೆ my , nn , ಎಂಬ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆ 
ಯುವುದರಿಂದ ಮಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿರುತ್ತವೆ. 
ಎಂದರೆ, ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ಅಲ್ಲಿ ಎರಡು ಶಾಖೆಗಳಿರುತ್ತವೆ. ಈಗ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣವು 

( 9 - 11 ( y - 17 ) = 0, 
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ಎಂದರೆ, 9² – ( ? + ಉ ) zy + mmc = 0 . 
ಆದರೆ , 11 + = - co / ca , ಮತ್ತು 1111 = Ci / Cs . 
ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣವು 

Cx² + CoXY + Cg² = 0 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ, ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಘಾತದ ಪದಗಳ 
ಸಮಾಹಾರವನ್ನು ಶೂನ್ಯಕ್ಕೆ ಸವಿಾಕರಿಸುವುದರಿಂದ ಮಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಈ ಫಲವನ್ನು ಅಂತರಣ ವಿಧಾನ 
ದಿಂದಲೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 

7 . 3 , ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನಕೋನ ( angle of 
intersection of two curves ). 

೪ = f ( x ) ಮತ್ತು ೪ = 6 ( a ) ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು 
P , ೪ ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ. ಈ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ PT , PT , ಎಂಬ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ ( ಆಕೃತಿ 7 - 5), ದತ್ತರೇಖೆಗಳು 


ಆಕೃತಿ 7- 5 
P ಎಂಬಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಕೋನವೆಂದರೆ 8 = / TPT , . 
ಈಗ PT ಮತ್ತು PT , ರೇಖೆಗಳು OX ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಮತ್ತು 4 
ಎಂಬ ಕೋನಗಳಲ್ಲಿದ್ದರೆ, 6 = - 4 


182 


ಆ ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


: ಟ್ಯಾನ್ 6 = 1 + ಬ್ಯಾನ್ , ಟ್ಯಾನ್ 41 


ಬ್ಯಾನ್ – ಟ್ಯಾನ್ , 


ಆದರೆ , ಟ್ಯಾನ್ 


= 6 ( c ) ಮತ್ತು ಬ್ಯಾನ್4 = f'( ). 


.: ಬ್ಯಾನ್ 0 = 6 ( ) - f(x ) 


1 + 4 '( 


'( x )" 


1 + '( x ) f (x² 


6 = 90° ಆದರೆ , ಆಗ ದತ್ತರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬದಲ್ಲಿ ಛೇದಿ 
ಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆ 


* ² = 1 ಮತ್ತು ² - ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಯಾವಕೋನಗಳಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ ? 

- ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು X , Y ಗಳಿಗೆ ವಿಘಟಿಸುವುದರಿಂದ ಬಿಡಿಸು, 
solve) ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳು ( 1 , 1 ) ಮತ್ತು ( 0 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ಗೊತ್ತಾಗುತ್ತದೆ. ಈಗ g ' = ಎಂಬ 
ರೇಖೆಗೆ dg / d = 1 / 24x) ಮತ್ತು v² = 3 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ 
dy / ax = ( 3vx) / 2, ... ( 1 , 1 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳು } ಮತ್ತು …. . ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತ 
ರೇಖೆಗಳು ಟ್ಯಾನ್ -1 – ಟ್ಯಾನ್- 14 ಎಂಬ ಕೋನದಲ್ಲಿ ಛೇದಿ 
ಸುತ್ತವೆ. ಮತ್ತೆ ( 0, 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳು 
ಮತ್ತು 0, ", ಅಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳು ಲಂಬದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. 
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7 . 4 , ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡಗಳು , ಅಧೀನ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡ 
(lengths of tangent and normal. sub 
tangent and subnormal). 


Y = f( x ) ಎಂಬ ಒ೦ದು ದತ್ತರೇಖೆಯಮೇಲೆPX, 2 ) ಎಂಬ 
ದೊಂದು ದಬಿಂದುವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯ 
ಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳು X – ಅಕ್ಷವನ್ನು T ಮತ್ತು N 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ ( ಆಕೃತಿ 7 - 6) , ಮತ್ತು PM ರೇಖೆಯು 
೫ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. ಆಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ PT ಎಂಬ 
Djoto 3) , SFÖPodohodouso ( length of tangent ), 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ೫ - ಅಕದಮೇಲೆ ಪ್ರಕ್ಷೇಪಿಸುವುದರಿಂದ 
( project) ಲಭಿಸುವ TM ಎಂಬ ಖಂಡವು ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾ 


fri 


X 


ಪ್ರಕೃತಿ 7 - 6 


ಖಂಡವೆಂದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. ಹೀಗೆಯೇ ಲಂಬರೇಖೆಯ PN 
ಎಂಬ ಖಂಡವು ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವೆಂದೂ (length of normal ) 
a – ಅಕ್ಷದಮೇಲೆ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡದ ಪ್ರಕ್ಷೇಪವಾದ MN ಎಂಬ 


184 


ಅ೦ತರ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


ಖಂಡವು ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವೆಂದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. MP 
ಎಂಬ ಖಂಡವು P ಬಿಂದುವಿನ ಆರೂಢ ( ordinate ) . 

PM ಮತ್ತು PN ರೇಖೆಗಳು OX ಮತ್ತು PT ರೇಖೆಗಳಿಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವುದರಿಂದ / MPN = ಬ್ಯಾನ್ ' Y'. 

ಈಗ AT MP ಇಂದ, 
TM 

MP = toého illi TM = MP 7 & S * = ? . 
ಮತ್ತೆ ANMP ಇ೦ದ, 

MN 

MP = ಟ್ಯಾನ್ . : MN = MP ಟ್ಯಾನ್ 4 = ೪y'. 
ಅಲ್ಲದೆ ಶುಲ್ವಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದ , 

PT >= Y+ + + , ಮತ್ತು PN ? = y + y+y'. 
ಹೀಗೆ, 

ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ = Y / y', 
ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡ - YY , 

ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ = [ Yv (1 + 92) / y , 
ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡ 

= ? v ( 1 + 912 ) . 


ಉದಾಹರಣೆ 


4 = 8 – 2x2 - 3x + 4 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ x = 3 ಎಂಬ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ, ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡ, ಸ್ಪರ್ಶ 
. ರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ, = 3 ಆದಾಗ ೪ = 4 . 
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². ದತ್ತ ಬಿಂದುವು ( 3, 4 ), ಅಲ್ಲದೆ qyam = 3²– 4x - 3 ; 
', aylax = 12, 
.: ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖಾಖಂಡ = Y y' = … , 

ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡ = ೪g' = 48, 

ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖಾಖಂಡ = [ ೪ ( 1 + 912 ) / y = ( 145 ) / 3 , 
ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡ = Y (1 + Y2) = 44145 . 


ಅಭ್ಯಾಸ 7 
_ 1 , ೪ = 2x² – 3x + 1 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ x = 2 ಎಂಬ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
- 2, ² = x²( 1 - x ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷವನ್ನು 
ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗಳ ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. ಈ ರೇಖೆಯು ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗಳು 
* – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿವೆ ? 
- 3, = ct , 9 = clt ಎಂಬ ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ( rectan 
gular hyperbola ) t ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖೆ 
- ಗಳ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

4 . MY = 1 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಗಳು 3x + 4g = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿವೆ ? 

5 . *43 + y3 = 3axy Wald Is e soo ( folium ) 
ಯಾವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು (i) – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ದಲ್ಲಿದೆ ? ( ii) + y + a = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿದೆ ? 
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Bat 

Bat² 
C = 1 + 3² 9 = 1 + t3 
ಎಂಬ ಪತ್ರಲತೆಯಲ್ಲಿ ( folium ) 1, - ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯ 
ಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು – 1-² ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸು 
ಇವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 

7 , du² – 3 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯು OX , OY ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಮುದೂರ 
ಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ ? 

2 2A / 2 \ 
8. y = ' ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 4 + ಎಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳು ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕ್ರಮ 

1642 
ವಾಗಿ 6, + 4 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ, 

- ೫ = ೧ ಕಾಸ್ 8 + Q0 ಸೈನ್ 6 . 

Y = ೧ ಸೈನ್ 0 - 40 ಕಾಸ್ 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಮುದ್ರದ 
ಇವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 


9 . 


* 10. / + My = va ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ 
( a ಕಾಸ + 8 , ಸೈನ್ +0 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ಸವಿಾ 
ಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಅಲ್ಲದೆ, ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಯಿಂದ ಛೇದಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಅಕ್ಷಖಂಡಗಳ ( intercepts on OX , OY ) 
ಮೊತ್ತವು ಸ್ಥಿರ ಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 


= 2 ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು 
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ಎಂಬ ರೇಖೆಯು (a , 6) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ . 

12 . 2/3 + 2/3 = a213 ಎಂಬ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯಲ್ಲಿ ( astroid ) 
OX , OY ಅಕ್ಷಗಳಿಂದ ಛೇದಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವು ಸ್ಥಿರ 
ಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದುತೋರಿಸಿ, 

13. x2/3 + 2/3 = 2/3 ಎಂಬ ನಾಕೃತಿಗೆ ( astroid) 
P ಎಂಬ ಬಾಹ್ಯ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
ಲಂಬದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 2x² = d೬ ಕಾಸ್220 ( ಸಂಗತ 
C = " ಕಾಸ್ 8, 9 = " ಸೈನ್ 8) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 

14 , ೪ = ಸೈನ್ X ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಗಳು ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟರೆ, ಸ್ಪರ್ಶಬಿಂದುಗಳು ( points of 
Contact x²y² = x2 - Y ' ಎಂಬ ರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಇರುತ್ತವೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , 

_ 15, xy = an+1 ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 
OX , OY ಅಕ್ಷಗಳಿಂದ ಆದ ತ್ರಿಕೋನದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವು ಸ್ಥಿರಿ 
ಯಾಗಿರುವಂತೆ ೧ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

_ 16 , X = 0 ಕಾಸ್ , ೪ = 6 ಸೈನ್ತಿಃ ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ POP/ 
ಎಂಬ ವ್ಯಾಸವು ( diameter) P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬ ರೇಖೆಯಾ 
ಗಿದ್ದು , FT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು OX , OY ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು M ಮತ್ತು N 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಿದರೆ , ಆಗ MN ಖಂಡವು 4 , 6 ಗಳ ರೇಖಾ ಮಧ್ಯಮ 
ವಾಗುತ್ತದೆಯೆಂದೂ ( geometric mean ), ಮತ್ತು PP! 
ಖಂಡವು 4 , 6 ಗಳ ಮೇಳಮಧ್ಯನವಾಗುತ್ತದೆಯೆಂದೂ ( harmonic 
mean ) ತೋರಿಸಿ . 

17 . C = 1, ೪ = at' ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ 1 ಎ೦ಬ ಒ೦ದು ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ದತ್ತರೇಖೆಯನ್ನು 1 ಎಂಬಲ್ಲಿ 
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ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ; 1 ನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ದತ್ತರೇಖೆಯನ್ನು 
t, ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ; ಇತ್ಯಾದಿ. ಹಾಗಾದರೆ, ಓ ಎಂಬ ಕ್ರಮಾ 
ನುಸರಣಿಯು (sequence ) ಒ೦ದು ರೇಖಾ ಪ್ರಗಾಮಿ ( geo 
metric progression ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

18. ಋ = 20 - ಸೈನ0), ! = a (1 - ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ 
ಚಾಕೈಯದ (Cycloid ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆರೂಢದ ಪಾದ 
ದಿಂದ ( foot of the ordinate) ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಲಂಬದ ಪ್ರಮಾಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


19. = 40 ಮತ್ತು av – 4x3 ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು 
( 4, 2a ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಕೋನವು 
ಟ್ಯಾನ್ ' ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

- 20 , ೪ = x3 ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು ೩ = ೩ ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯು ಎಲ್ಲಿ, ಯಾವ ಕೋನಗಳಲ್ಲಿ, ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ? 

21 . x² + 3 = 3 ಮತ್ತು ² - Y' = 1 ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು 
ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 

22, a² + by = 1 ಮತ್ತು 0 ° + by = 1 ಎಂಬ 
ರೇಖೆಗಳು 

- 1 1 1 1 

- a q = 6 - 6 
ಎಂಬ ನಿಬಂಧನೆಯಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಲಂಬದಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

23 . Y = + X + 1 ಮತ್ತು 2 = 3 + 5 ಎಂಬ ರೇಖೆ 
ಗಳು (1 , 3) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

- 24 . Y = * ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವು 
ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದು ತೋರಿಸಿ.. 
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25 . ² = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( parabola ) ಅಧೀನ 
ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖಾಖಂಡವುಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅರ್ಧಿಸಲ್ಪಡುತ್ತದೆಯೆಂದೂ , 
ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಹೊರತು ಇತರ ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 


- 26 , 4² = x3 ಎಂಬ ಘನಾರ್ಧ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( Semicubic 
cal parabola ) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಹೊರತು ಇತರ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡದ ವರ್ಗವು ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡದಂತೆ 
ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆ (varies) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


- 27 . CV = cಿ ಎಂಬ ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( rectangular 
hyperbola ) ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡವು ಆರೂಢದ ಘನದಂತೆ 
(Cube of the ordinate) ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 


28. My = un+n ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾ 
ಖಂಡವು ಕೋಟಿಯಂತೆ ( ಅಪಛಿಂದ, abscissa ) ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆ 
ಯೆಂದು ( varies) ತೋರಿಸಿ, 

29 . Y = Cಕಾಷ್ ( M/ C) ಎಂಬ ತಂತ್ರೀ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 
( Catenary ) ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವು ( length of the normal) 
y / c ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ; ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವನ್ನು ( length 
of the tangent ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

30 . ೪ = ax ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾ 
ಖಂಡದ ಘನವು ( cube) ವಿಲೋಮವಾಗಿ ( inversely ) ಕೋಟಿ 
ಯಂತೆ ( ಅಪಚ್ಚಿತ, abscissa ) ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ( varies ) 
ತೋರಿಸಿ . 

31 . ೩ = ಲಾಗ್ ಟ್ಯಾನ್ ( 0/ 2) + ಕಾಸ್ 6 , 9 = ಸೈನ್ 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವು ವಿಲೋಮವಾಗಿ, ಸ್ಪರ್ಶ 
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ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳಿಂದ ಛೇದಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ೮ – ಅಕ್ಷದ ಖಂಡದಂತೆ 
ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

32. Y +1 = QPx ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾ 
ಖಂಡದ ( n + 1 ) ನೆಯ ಘಾತವು ವಿಲೋಮವಾಗಿ ಕೋಟಿಯ 
(abscissa ) ( - 1 ) ನೆಯ ಘಾತದಂತೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


33 . Y = Q ಲಾಗ್ ( a - ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು ಅಧೀನಸ್ಸರ್ಶರೇಖಾಖಂಡಗಳ ಮೊತ್ತವು ಬಿಂದುವಿನ 
ನಿರ್ದೆಶಕಗಳ (Coordinates) ಗುಣಲಬ್ದ ದಂತೆ ವಿಸ್ವಭಾವಿಸುತ್ತದೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 


34 . n ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ ಖy = an +1 ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 
ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡವು ಸ್ಥಿರ ಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದಾಗಿರುತ್ತದೆ ? 


ಆಥಿ 


ಅಧ್ಯಾಯ VII 

ನಿರ್ದೆಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮಗಳು 
(systems of co ordinates ) 
8 .1 . ಇದುವರೆಗೆ ನಾವು ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ 
ನಿರ್ದೆಶಕ ಗಳನ್ನು ( cartesian coordinates ) ಉಪಯೋಗಿಸಿ 
ದ್ದೇವೆ, ಆದರೆ ಕೆಲವು ವೇಳೆ ಇತರ ನಿರ್ದೆಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮಗಳನ್ನು 
ಉಪಯೋಗಿಸುವುದರಲ್ಲಿ ಸೌಲಭ್ಯವಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈಗ ನಮಗೆ ಅವಶ್ಯಕ 
ವಾಗುವ ಧ್ರುವೀಯ ( polar ) ಮತ್ತು ಇತರ ಕೆಲವು ನಿರ್ದೆಶಕ 
ಪ್ರಕ್ರಮಗಳ ಪರಿಚಯವನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳೋಣ. 

8. 2, ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು (polar coordi 
nates ) . 

ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ( plane), O ಎಂಬುದೊಂದು ಮೂಲ 
ಬಿಂದು ಅಥವಾ ಧ್ರುವ ( pole) ಮತ್ತು OX ಎಂಬುದೊಂದು ಮೂಲ 
ರೇಖೆ ಅಥವಾ ಆದಿರೇಖೆ 
(initial line) ಎಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 8 - 1), 
ಆಗ ದತ್ತ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ P 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು 1 = OP 
ಮತ್ತು 8 = / XOP ಎಂಬ 
ಎರಡು ಅಂಕಿಗಳಿಂದ ನಿರ್ದೆಶಿಸ 
ಬಹುದಷ್ಟೆ , OP ರೇಖೆಗೆ 
P ಬಿಂದುವಿನ ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯ 
( radius vector ) 

” ಕೃತಿ 8 | | 
ಎಂದೂ , ZXOP ಕೋನಕ್ಕೆ P ಬಿಂದುವಿನ ದಿಕ್ಕೋನ 
( vectorial angle) ಎಂದೂ , ಮತ್ತು ( 1 , 4) ಎಂಬ ನಿರ್ದೆಶಕ 
ಗಳಿಗೆ ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳೆಂದೂ ಹೆಸರು , 
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OY ಮತ್ತು PM ರೇಖೆಗಳನ್ನು OXಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆದರೆ 
( ಆಕೃತಿ 8 - 1 ), ಆಗ OX , OY ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸಿ, P ಬಿಂದುವಿನ 
ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು X = OM ಮತ್ತು Y = MP ಆಗು 
ತನೆಯಷ್ಟೆ ? ಆದ್ದರಿಂದ ಧ್ರುವ ಮತ್ತು ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ನಿರ್ದೇಶಕ 
ಗಳ ಸಂಬಂಧಗಳು . 

_ x = " ಕಾಸe, Y = ಸೈನ್d 
ಅಥವಾ 

_ r = (x² + y ) , 6 = ಟ್ಯಾನ್ - (g / s) 
ಎಂದು ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ, 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1. ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣವು 

* ಕಾಸ್ ( 8 - a ) = C 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

- AB ಎಂಬ ದತ್ತ ಸರಳರೇಖೆಯಮೇಲೆ 0 ಎಂಬ ಧ್ರುವದಿಂದ 
OM ಎಂಬ ಲಂಬವು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ , OM = C ಮತ್ತು 
_ XOM = a wowo 
ಇಟ್ಟು ಕೊ ಳೊ ಣ . 81 ( o) 
AB ಸರಳರೇಖೆ ಯ 
ಮೇಲೆ P ( r, 8) ಎಂಬ 
ಒ೦ದು ಚರಬಿಂದುವನ್ನು 
ತೆಗೆ ದು ಕೊ ಳೊ ಣ . 
ಆಗ. 

POM = 0 - 
[ ಅ ಥ ನಾ ( a - 0 )] . 
ಈಗ OMR ತ್ರಿಕೋನ 
ದಿಂದ 

- ಕೃತಿ 8 - 2 
ಕಾಸ್ ( 6 – u) = C . 


13] 
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- 2, ಕೇಂದ್ರ C ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ ೧ ಉಳ್ಳ ಒ೦ದು ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ 
OCA ಎಂಬ ಒಂದು ನ್ಯಾಸವನ್ನು ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ , 0 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರುವವನ್ನಾಗಿಯೂ ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ , ಆಗ ವರ್ತುಳದ 
ಧ್ರುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣವು 1 = 24ಕಾಸ್ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ದತ್ತ ವರ್ತುಳದಮೇಲೆP1, 8 ) ಎಂಬ 
ಒಂದು ಚರಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ ( ಆಕೃತಿ 8- 3). ಆಗ / - 
ZOPA = 90 . 

: OPA ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ 
* = 20 ಕಾಸ್8. 


POMO 


- 3 , ಒ೦ದು ಶಂಕುಭಾಗಿನಿ ರೇಖೆಯ ( conic section ) 
ಧ್ರುವೀಯ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 


P ( Y; 9) 


= 1 – ಅ ಕಾಸ್d 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಪಡೆಯಿರಿ . 

- ದತ್ತ ಶಂಕು ಭಾಗಿನಿಯ 
( focus) S , ದಿಕ್ಸ್ತಂಭವು " 
( directrix ) DE , JIPON 
ವೈಶಾಲ್ಯವು (tatus rec 
tuin ) 21 ಮತ್ತು ಅತಿರೇಕವು 
( eccentricity ) e woods 
ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ ( ಆಕೃತಿ 
8 - 4 ), ನಾಭಿಯನ್ನು ಧ್ರುವ 
ವನ್ನಾಗಿಯೂ , ನಾಭಿಗತ ಸಮ 
ಸಂಗತಾಕ್ಷ SX ನ್ನು ( line 


. 


N 


ಒಕ್ಕತಿ 8 - 4 
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of symmetry ) ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ದತ್ತ ಶಂಕುಭಾಗಿನಿಯಮೇಲೆ P ( 1 , ) ಎಂಬುದೊಂದು ಚರಬಿಂದು 
ವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ ಶಂಕುಭಾಗಿನಿಯ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ 

SP = e . PM 

= ( ZS + SK ) . 

= eNL + 1 ಕಾಸ್‌0). 
ಆದರೆ 

SL = e .NL . i. NL = lſe 

SP = [ (le) + r FOTO) 
ಎಂದರೆ, 

r = lter FOTO 
.: ri - ೬ ಕಾಸ್ 8 ) = | | 


ಅಥವಾ 

= 1 - ೬ ಕಾಸd 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ : (i) ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನು SZ ಎಂ ' ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ತೆಗೆದು 
ಕೊಂಡರೆ , ಆಗ 6 ಗೆ ಬದಲು 180° – 6 ಹಾಕಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಆಗ 
ದತ್ತ ಶಂಕುಭಾಗಿನಿಯ ಸವಿಾಕರಣವು 


= l + e FIJA 
ಆಗುತ್ತದೆ. 

(i ) = 1 ಮತ್ತು 1 = 2 ಹಾಕಿದರೆ , 2 = 1 - ಕಾಸ್ 
ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪವು parabola ) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 

4. x² - Y' = Q² ಎಂಬ ಸಮ ಅತಿವಲಯದ ( rect 
angular hyperbola ) ಧ್ರುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 
C = ↑ ಕಾಸ್ , Y = ↑ ಸೈನ್ ಹಾಕಿದರೆ, ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವು 

_ n ' ಕಾಸ್ 20 = ? 
ಎಂಬ ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತದೆ. 
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- 5 . ? = a 1 + ಕಾಸ್ ) ಎಂಬ ಹೃದ್ವಲಯ (cordioid) 
ನನ್ನು ರೇಖಿಸಿ, 

ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಒಂದು ವರ್ತುಳದ ಸಹಾಯದಿಂದ ಸುಲಭ 
ವಾಗಿ ರಚಿಸಬಹುದು . ಹೇಗೆಂದರೆ, 
q ವ್ಯಾಸವುಳ್ಳ ( diameter) ಒಂದು 
ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ OA ಎಂಬ ಒಂದು ವ್ಯಾಸ 
ನನ್ನೆಳೆದು , 0 ಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರುವ 
ನನ್ನಾಗಿಯೂ OA ರೇಖೆಯನ್ನು ಮೂಲ 
ರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 0Q ಎಂಬ ಒಂದು 
ಛೇದಕವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು ಅದನ್ನು 

ರತಿ 8 - 5 
ಎರಡುಕಡೆಗೂ ಲಂಬಿಸೋಣ, Qಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಕೇಂದ್ರವಾಗಿಯೂ 4 ಎಂಬ ಉದ್ದವನ್ನು ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಇಟ್ಟು 
ಕೊಂಡು 0Q ಛೇದಕವನ್ನು P ಮತ್ತು P ' ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿ 
ಸೋಣ. ಆಗ P ಮತ್ತು P ' ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಹೃದ್ವಲಯದಮೇಲಿ 
ರುತ್ತವೆ. ಏಕೆಂದರೆ , 
1 = OP = OQ + QP = 0 ಕಾಸ್‌0 + = ( 1 + ಕಾಸ್‌0). 
P ' ಎಂಬ ಬಿಂದುವೂ ಹೀಗೆಯೇ ಮತ್ತೆ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ 0Q', 0Q " 
ಮುಂತಾದ ಇತರ ಛೇದಕಗಳನ್ನೆಳೆದು , ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಛೇದಕದಿಂದಲೂ 
ಹೃದ್ವಲಯದಮೇಲಿನ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು . ಹೀಗೆ 
ಲಭಿಸಿದ P , P ', , , , ಮುಂತಾದ ಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ ಹಾಯು 
ವಂತೆ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆದರೆ, ಅದು ಹೃದಯದ ಆಕಾರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ 
ಅದಕ್ಕೆ ಹೃದ್ವಲಯವೆಂದು ಹೆಸರು . 

- ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನು AO ಎಂಬ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 8 ಗೆ 
ಬದಲು 180° – 6 ಹಾಕಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ ; ಆದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯ ಸಮಾ 
ಕರಣವು 1 = (1 - ಕಾಸ್‌0) ಆಗುತ್ತದೆ, 
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6 , 1 = 0 + bಕಾಸ್ ಎಂಬ ಮಹೀಲತೆಯನ್ನು (limaCon ) 
ಎಳೆಯಿರಿ, 

- ಆಕೃತಿ 8 - 5 ರಲ್ಲಿ ವರ್ತುಳದ ವ್ಯಾಸವನ್ನು ಗೆ ಬದಲು 
6 ಯನ್ನಾಗಿಯ , QP , QP' ಮುಂತಾದ ಉದ್ದಗಳನ್ನು ಹಿಂದಿನಂತೆ 

Q ಯನ್ನಾಗಿಯೂ ಇಟ್ಟು 
ಕೊಂಡರೆ , ಆಗ ಮಣ್ಣು 
ಹುಳುವಿನ ಆಕಾರದ ಮಹೀ 
ಲತಾ ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 

ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ೧ = 6 
( a > 19 ) 

( a 4G) 

- ಆದಾಗ ಇದು ಹೃದ್ವಲಯ 
ಆಕೃತಿ 8 - 6 

೪ಕೃತಿ 8 - 7 

ನಾಗುತ್ತದೆ, a > 6 ಮತ್ತು 
446 ಆದಾಗ, ಇದರ ಆಕಾರವನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಆಕೃತಿ 8 -6 ಮತ್ತು 
8 - 7 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 

[(10), $ 16 :3 ನೋಡಿ.] 
7 . 1² = 4² ಕಾಸ್ 20 ಎಂಬ ದ್ವೀಪದ್ವಯವನ್ನು ( lemnis 
cate ) ಎಳೆಯಿರಿ. 

0 ಕ್ಕೆ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟು ತದನುಗುಣವಾದ " ನ 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು , ಈ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಬಹುದು. 8 ದ ಬೆಲೆ 
ಗಳು 0° ಇಂದ 45° ಯ ವರೆಗೆ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ " ನ ಬೆಲೆಗಳು 0 ಇಂದ 
0ಗೆ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತವೆ. ರೇಖೆಯು 
C – ಮುತ್ತ – ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ 
ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುವುದರಿ೦ದ 
( Symmetrical) ಅದರ 

ಕೃತಿ 8 - 8 
ಆಕಾರವು ಆಕೃತಿ 8 - 8 ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ. 6 - + 45° ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಇವನ್ನು 
ಧ್ರುವದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. ಈ ಆಕಾರದ ಎರಡು ದ್ವೀಪಗಳ ಹೆಸರಿನಿಂದ 
ಈ ರೇಖೆಗೆ ದ್ವೀಪದ್ವಯವೆಂಬ ಹೆಸರು ಬಂದಿದೆ. 
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8. 1 = C ಸೈನ್28 , ''= ೧ ಸೈನ್30 ಎಂಬ ಪದ್ಮದಳ ರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನು ( rhodonae ) ಎಳೆಯಿರಿ, 
- ಆಕ್ಕೆ ಬೇರೆಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟು rನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿದು ಈ ರೇಖೆಗಳನ್ನೆಳೆಯಬಹುದು. 

1 = Q ಸೈನ್ 26 ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 4 ದ ಬೆಲೆಗಳು 0° ಇಂದ 
45° ಗೆ ಏರಿದಂತೆ ” ನ ಬೆಲೆಗಳು 0 ಇಂದ 1 ಗೆ ಏರುತ್ತವೆ ; ಮತ್ತು 


ಕೃತಿ 8 - 9 


ಕೃತಿ 8 - 10 


6 ದ ಬೆಲೆಗಳು 45೦ ಇಂದ 90° ವರೆಗೆ ಏರಿದಂತೆ ನ ಬೆಲೆಗಳು 4 
ಇಂದ ಗೆ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿ೦ದ ರೇಖೆಯು 1 ನೆಯ ಚೌಪದದಲ್ಲಿ 
( first quadrant) ಒಂದು ಸುಷಿ ರದ ( loop ) ಆಕಾರದಲ್ಲಿದೆ 
ಬ - ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸಮಸಂಗತಿ ( symmetry ) 
ಇರುವುದರಿಂದ ರೇಖೆಯು ಆಕೃತಿ 8 - 9 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ನಾಲ್ಕು 
ದಳಗಳುಳ್ಳ ಪದ್ಮದಂತಿದೆ . 

r = 4 ಸೈನ30 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅನುಸರಣವೂ (tracing) 
ಇ ರೀತಿ, ಇದು ಆಕೃತಿ 8 - 10 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಮೂರು 
ದಳಗಳುಳ್ಳ ಪದ್ಮದಂತಿದೆ, 

- ಸಾರ್ವತ್ರಿಕವಾಗಿ ( generally ), ? = ಸೈನ್nd, = 2 , 
3, 4 , , ಎಂಬ ರೇಖೆಯು , 1 ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ 21 ದಳಗಳನ್ನೂ , 
2 ಬೆಸ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದಾಗ 12 ದಳಗಳನ್ನೂ ಉಳ್ಳ ಪದ್ಮದಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ. 
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9 , 1 = ae ಕಾಲ್ ಎಂಬ ಸಮಾನ ಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿ 
ಯನ್ನು (equiangular spiral) ಎಳೆಯಿರಿ, 

ಇಲ್ಲಿ ಮತ್ತು ಗಳು ಸ್ಥಿರಿಗಳು , ಮತ್ತು 6 ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನ 
ದಲ್ಲಿದೆ (radian measure). ದ ಬೇರೆ ಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ನ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು ಈ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಬಹುದು. 4 = 8 , 
0 = 8, + 27 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ + ನ ಬೆಲೆಗಳು ಬೇರೆ ಬೇರೆಯಾಗಿರುತ್ತವೆ 
ಯಷ್ಟೆ . ಆದ್ದರಿಂದ 8 ದ ಬೆಲೆಗಳು ಸಂಪೂರ್ಣ ಆವೃತ್ತಿಗಳನ್ನು ಮಾಡುತ್ತ 

ಹೋದಂತೆ, ರೇಖೆಯು ದುಂಬಿಯಂತೆ 
ಸುತ್ತುತ್ತ ಹೋಗುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 8 - 11 ). 
ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ರೇಖೆಗೆ ಪರಿಭ್ರಮಿ ಎಂದು 

ಹೆಸರು. ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು 
ಆಕೃತಿ 8 - 

ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯ ಗಳ ಅಂತರ್ಗತ ಕೋನವು ಎಂಬ 

ಸ್ಥಿರಿ (ಉದಾ. 2, $ 8 - 21 ). ಆದ್ದರಿಂದ 
ಈ ಪರಿಭ್ರಮಿಯು ಒಂದು ಸಮಾನ ಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿ . 

8 .21 ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಮತ್ತು ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯ ಗಳ ಅಂತರ್ಗತನ 
( angle between tangent and radius vector) 

= f ( 0 ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P ( r , 8 ) 
ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 8 - 1 :) 
ದತ್ತರೇಖೆಗೆ P ಎಂಬಲ್ಲಿ PT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ . 
ಈ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು OP ಎಂಬ ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯದೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವ 
OPT ಎಂಬ ಕೋನವನ್ನು ¢ ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸುವುದು ವಾಡಿಕೆ. 
ಈಗ ಈ ¢ ಎಂಬ ಕೋನವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ ಬೇಕಾಗಿದೆ. 
ಮೇಲಿನ (i) ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣ ಗಳ ಅಂತರಣದಿಂದ, 

dc = ಕಾಸ್d - dr - " ಸೈನ್d do , 
ಮತ್ತು dy = ಸೈನ್d- dr + 1 ಕಾಸd do .... (1 ) 
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- 
* 


day _ ಸೈನ್® ( dr /d8) + 1 ಕಾಸ್ 0 
dxFIJA ( dr /de) – po jego o 


2no 


ಆಕೃತಿ 8 -12 


ಇದರ ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಗಳನ್ನು ಕಾಸ್ . ( dr°/ d8) ದಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ , 

dy &JO, JO8 + ( rdoldr ) 
0x 1 – ಟ್ಯಾನ್d ( eded .) 

" 11 ( 111 ) 
ಇಲ್ಲಿ 140 /dr = ಬ್ಯಾನ್‌¢' ಎಂದು ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸೋಣ. 
- dy |dx = ಟ್ಯಾನ್ : ಆದ್ದರಿಂದ, 

ಟ್ಯಾನ್ } = ಟ್ಯಾನ್ 0 + ) 
', = 0 + 4 ' 
ಆದರೆ OPQ ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ, 4 = 8 + 4 , . . 6 = 4 

evo, Jr6 = rdo /dr 
ಅಥವಾ 

6 = ಟ್ಯಾನ್ -1 (rd01 / ar ) .... (iv ) 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . = ( 1 + ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ ಹೃದ್ವಲಯದಲ್ಲಿ 
6 = 90° + (82) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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- 10 - 
4 = - 4ಸೈನ್ . .. ! 

€ * * * 40 - a ( 1 + ಕಾಸ್‌0) 
ಎಂದರೆ, ಕಾಟ್ = - ಟ್ಯಾನ್ (0/ 2) = ಕಾಟ್ [ 90° + 0/ 2)] 
', ¢ = 90°40 


* 2' 


- 2, 1 = deಿ ಕಾಬ್ ಎಂಬ ಸಮಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿಯಲ್ಲಿ 
6 = ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

d” - ಕಾಟ್ .ಕಾಮ್d = ಕಾಟ್ 


: 


1 dr 


* * 


* 40ರ 

= ಕಾಟ್ ಎಂದರೆ , ಕಾಟ್d = ಕಾಟ್ 


8. 22 ಧ್ರುವದಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬದ 
by JJD Ed (length of the perpendicular from 
the pole on the tangent ) 

0 ಧ್ರುವದಿಂದ PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ OM ಎಂಬ ಲಂಬವು 
ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ ( ಆಕೃತಿ 8 - 12). OM = P ಆದರೆ , ಆಗ 

p = " ಸೈನ್¢ .... 
ಈ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಉಪಯೋಗಕರವಾದ ಇತರ ರೂಪಗಳಿಗೆ 
ತಿರುಗಿಸಬಹುದು . ಹೇಗೆಂದರೆ, (i ) ರಿಂದ, 

- 1 + ಕಾಟ್²4 ) 
ಆದರೆ , ಟ್ಯಾನ್¢ = n : ... ಕಾಟ್ - - 1 dr 

1 1 1 / dr \ 2 
p . 2 " de/ 
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ಮತ್ತೆ 


ಆದರೆ, ಆಗ 


du 
_ dᎾ 


1 dr 
, ᏧᎾ" 


. (ii) ರಿಂದ , 


2 = * * 


- u² + da 2 


( iii ) 


de / 


ಉದಾಹರಣೆ 
20 = 1 + ಕಾಸ್ 6 ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( parabola ) 
P = 1ಕಾಸ್ 8/ 2) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
ಈ 20 4 = - ಸೈನ್ . 

ಸೈನ್d 
* * do = 2 ಸೈನ್' ® = 1 # ಕಾಸ್ = ಬ್ಯಾನ್ ( 972) 
', ಕಾಟ್ = ಕಾಟ್ [ 90 - (0/ 21]. .. 4 = 90 - (0/2) 
. P = "ಸೈನ್ 6 = 1ಕಾಸ್ ( 0/ 2) 


: 


1 dr _ r 


8, 23, ಧ್ರುವೀಯ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡ 
ಗಳು ; ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾ 
ಖಂಡಗಳು ( lengths of polar tangent and 
polar normal ; polar subtangent and 
polar subnormal) . 

ಧ್ರುವದಿಂದ OP ಎಂಬ ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
TON ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು PT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು T 
ಎಂಬಲ್ಲ , PN ಎಂಬ ಲಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು N ಎಂಬಲ್ಲ ಛೇದಿಸಲಿ 
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( ಆಕೃತಿ 8 - 12). ಆಗ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ PT ಮತ್ತು PN ಎಂಬ 
ಸರಳ ರೇಖಾ ಖಂಡಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಧ್ರುವೀಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ 
( length of polar tangent) ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ಲಂಬರೇಖಾ 
ಖಂಡ ( length of polar normal) ಎಂದು ಹೆಸರು ; TON 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಇವುಗಳ ಪ್ರಕ್ಷೇಪಣಗಳಾದ (projections) OT 
ಮತ್ತು ON ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖಾಖಂಡಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ ಧ್ರುವೀಯ 
ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾ ಖಂಡ (polar subtangent) ಮತ್ತು 
ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡ ( polar Subnormal ) 
ಎಂದು ಹೆಸರು. 

POT ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ 

OT = " ಟ್ಯಾನ್‌e = de /dy". 

ಮತ್ತೆ PON ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ PNO = OPT = 6 
ಆದ್ದರಿಂದ 

ON = rodésº p = dr /do 
soods , PT ' = OP? + OT2 JUB , PNP= OP2 + ON2 
ಆದ್ದರಿಂದ 

PT = " v [1 + (rd / dr 21, 
ಮತ್ತು PN = V [ 7² + (dr/ d8 ) ] 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ: OT . ON = ? 


ಉದಾಹರಣೆ 
= ae ಕಾಲ್ ಎಂಬ ಸಮಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿಯಲ್ಲಿ 
ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ, ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾ 
ಖಂಡ, ಧ್ರುವೀಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ಲಂಬರೇಖಾ 
ಖಂಡಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 
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ಮೇಲಿನ ಸಂಕೇತದ ಪ್ರಕಾರ , b = (ಉದಾ2, 58. 21 ) ; 
.: OT = ಟ್ಯಾನ್ , ON = ?'ಕಾಮ್ 
ಅಲ್ಲದೆ, PT = ಸೆಕ್‌ ಮತ್ತು PN = ' 

ಕೋಸೆಕ್d 
8 . 24 ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಧ್ರುವೀಯ ಸಮಾ 
ಕರಣಗಳು ( polar equations of the tangent 
and normal) 

1 = f ( 8 ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P (16) 
ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವೆಂದೂ , PT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ 
ಮೇಲೆ T ( , 8 ) ಎಂಬುದು ಚರ ಬಿಂದುವೆಂದೂ (ಪ್ರವಾಹಿ ಬಿಂದು , 
Current point) ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 8 - 13) . ಆಗ OPT 
ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ 


ತr( 6) 


. * ಪ್ರತಿ 8 - 7 
ಸೈನ್ P ಸೈನ್ T 


ಎಂದರೆ, 


ಸೈನ್¢ ಸೈನ್ [ ¢ - (0 – ) 


204 


ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


= [ಸೈನ್¢ ಕಾಸ್ (0 – ) - ಕಾಸ್ 6 ಸೈನ್ (0 - 0 
.. - [ ಕಾಸ್ (6 - 6 ) - ಕಾಟ್ಫಿ ಸೈನ್ (0 - 
ಆದರೆ , ಟ್ಯಾನ್d = id / dr . ಆದ್ದರಿಂದ PTಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸವಿಾಕರಣವು. 


| 


_ 1 dri ಸೆನ್ ( 0 – 01), 
| ಕಾಸ್ ( 6 - 01) 2 dd . 


ಅಥವಾ 1 = ಹಾಕಿದರೆ, 


f 


1 = 4, ಕಾಸ್ (@– 0 + 44 ಸೈನ್(O– 6). 


ಮತ್ತೆ , (i) ರಲ್ಲಿ 4 ಗೆ ಬದಲು 90° + 6 ಹಾಕಿದರೆ PN ಎಂಬ ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 

1 - ಕಾಸ್ (0 – 0 + : ಸೈನ್ (0 - 0 ) 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಅಥವಾ 4 = 1 /r ಹಾಕಿ, ಈ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 

U = ಕಾಸ್ ( 0 – 0 ) - - 1 ಸೈನ್ ( 0 - 0 ) ಎಂಬ ರೂಪ 
ದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು. 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ 
ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದಲೂ ( $ $71,72) ಪಡೆಯ 
ಬಹುದು . ಹೇಗೆಂದರೆ , ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸವಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ X = 
↑ ಕಾಸ್d , ! = ಸೈನ್ 9 , x = 1 ಕಾಸ್ , 4 = ", ಸೈನ್ , 
ಹಾಕಿ , ದY / dcಗೆ ( ii ), $ 8 : 21 ನ್ನು ( r, 8 ಗಳಿಗೆ ಬದಲು 
7 , 8 ಹಾಕಿ ) ಉಪಯೋಗಿಸಬೇಕು. 
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ಉದಾಹರಣೆ 
_ r = 20 ಕಾಸ್ 6 ಎಂಬ ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ 8 = / 3 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ಮತ್ತು ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಧುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 

ಅ = 7 / 3 ; '. " = 1, ಮತ್ತು dr / d0 = - 03, 
². ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 1 ಕಾಸ್ ( 0 - 120° ) = a / 2 ; ಮತ್ತು ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯು ಕಾಸ್ ( 6 – 150°) = 043 93 + 1 )/ 2 . 

8 . 3 ಕ೦ಸಾ೦ಶ ( element of arc) , 
ಸಮತಲ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ( plane Curves ) ds ಎಂಬ ಕಂಸಾಂಶವು 

- ( ds) = ( x)² + (dy) .... (i) 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ ( defined). ಇದರಿಂದ 
ನೇರವಾಗಿ 
(4 ) =1 + ಅ = 1+ ಟ್ಯಾನ್ ' , 
de – ಕಾಸ್ , ಮತ್ತು = ಸೈನ್ $ 48 | | 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧಗಳು ಲಭಿಸುತ್ತವೆ, dx , dy 
ಮತ್ತು ds ಎಂಬ ಅಂತರಾಂಶಗಳ ( dife 
rentials ) ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು ಆಕೃತಿ 8 - 14 
ರಲ್ಲಿಕೊಟ್ಟಿದೆ. 

ಆಕೃತಿ 8 - 14 
ಕಂಸಾಂಶವನ್ನು ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯು 
ವುದಕ್ಕೆ (1) 8 8: 21 ರಲ್ಲಿ dx ಮತ್ತು day ಗಳಿಗೆ ಪಡೆಯಲಾಗಿರುವ 
ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ವರ್ಗಿಸಿ ಕೊಡಬೇಕು, ಆಗ 


ds 


- 


dx 
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( ds ) = ( dry 2 + ( rd8)? .... ( ii ) 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದ 
ರಿಂದ ನೇರವಾಗಿ 


(d8) = 1 + ( di ) 


= 1 + ಟ್ಯಾನ್>4 , 
dr 
ds = ಕಾಸ್¢, ಮತ್ತು 


da 


" d = ಸೈನ್¢ 


ಎಂಬ ಸಂಬಂಧಗಳು ಲಭಿಸುತ್ತವೆ, ds , 

- dr ಮತ್ತು rd ಗಳ ತ್ರಿಕೋನವನ್ನು 
Gತಿ 8 - ಆಕೃತಿ 8- 15 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯೇ ಕಂಸದ ದಿಶಿ ( direction of arc). 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 


- y = ಟ್ಯಾನ್ = 24 / Y. ಇದರಿಂದ ds/ ds = ಕಾಸ್ ಮತ್ತು 
dy / ds = ಸೈನ್ ಗಳ ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

2. r = 4 + b ಕಾಸ್ ಎಂಬ ಮಹೀಲತೆಯಲ್ಲಿ ( limacon ) 
ds = ( a + b2 + 2qb ಕಾಸ್‌0) * de ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
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= (a + b ಕಾಸ್‌0)' + 6² ಸೈನ್²6 , ಇತ್ಯಾದಿ. 


8 .4 , ಇತರ ಕೆಲವು ನಿರ್ದೆಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮಗಳು ( a few 
other coordinate systems) . 

ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ A ಎಂಬ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದುವಿ 
ನಿಂದ P ಎಂಬ ಚರ ಬಿಂದುವಿನವರೆಗಿನ ಕಂಸವನ್ನು 3 ಎಂದೂ , P ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ದಿತಿಯು x - ಅಕದ ಧನ ದಿಶಿಯೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವ 
ಕೋನವನ್ನು } ಎಂದೂ ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ, ಆಗ ದ ರೇಖೆಯನ್ನು 
S ಮತ್ತು 4 ಗಳ ಒಂದು ಸಂಬಂಧವನ್ನಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು , ಈ 
ಸಂಬಂಧಕ್ಕೆ ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಅಂತರ್ಗುಣ ( intrinsic ) ಸಂಬಂಧ 
ವೆಂದೂ , ( 8 , 4 ) ಎಂಬ ಅಂಕಿಗಳಿಗೆ P ಬಿಂದುವಿನ ಅಂತರ್ಗುಣ 
ನಿರ್ದೆಶಕಗಳೆಂದೂ ಹೆಸರು , ಹೀಗೆಯೆ , ರೂಢ ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ 
( $ 8 . 22), ಒಂದು ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 9 ಮತ್ತು 1 ಗಳ ಸಂಬಂಧಕ್ಕೆ ಆ 
ರೇಖೆಯ ಪಾನೀಯ ( pedal ) ಸಂಬಂಧವೆಂದೂ , ( p , 1 ) ಎಂಬ 
ಅಂಕಿಗಳಿಗೆ P ಬಿಂದುವಿನ ಪಾದೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳೆಂದೂ ಹೆಸರು. 
ಮತ್ತೆ , ಒಂದು ರೇಖೆಯ P – 4 ಸಂಬಂಧಕ್ಕೆ ಸ್ವ ರ್ಶಧ್ರುವೀಯ 
( tangential polar ) ಸಂಬಂಧವೆಂದೂ ( p , 4 ) ಎಂಬ ಅಂಕಿಗಳಿಗೆ 
P ಬಿಂದುವಿನ ಸ್ಪರ್ಶಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳೆಂದೂ ಹೆಸರು . ಕೆಲಕೆಲವು 
ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು ಕೆಲಕೆಲವು ನಿರ್ದೆಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮಗಳಲ್ಲಿ ಸುಲಭ 
ರೂಪವನ್ನು ತಾಳುತ್ತವೆ. ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಒಂದು 
ನಿರ್ದೆಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮದಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ನಿರ್ದೇಶಕ ಪ್ರಕ್ರಮಕ್ಕೆ ರೂಪಾಂ 
ತರಿಸಬೇಕಾದ ಸಂದರ್ಭಗಳೂ ಒದಗುತ್ತವೆ. 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
- 1 , r² = * ಕಾಸ್ 20 ಎಂಬ ದ್ವೀಪ ಯದ (lemniscate ) 
ಪಾದೀಯ ಸಮೀಕರಣವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

I ar 
* = - a² ಸೈನ್20 . ad = - ಟ್ಯಾನ್20 . 
. ಕಾಟ್¢ = ಕಾಟ್ 90° + 20). .. 4 = 90° + 26 . 

ಈಗ = ಸೈನ್¢ = ಕಾಸ್ 20 . ಆದರೆ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣ 
ದಿಂದ ಕಾಸ್ 20 = r*/a >. . # = /a*, ಅಥವಾ r = dp . 

2. x = 0 0 - ಸೈನ್ ), = 41 – ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ 
2F8, posao (cycloid ) ds1014; = – 4a foto di notte 
ತೋರಿಸಿ , 

ಬ್ಯಾನ್ = dy | du = ಕಾಟ್ ( 6/ 2) = ಟ್ಯಾನ್ [90° - (0/ 2) 
. = 90° – ( 8) 2), ... dk/ de = - .... (1) 
ಮತ್ತೆ , ds/ds = ಕಾಸ್ = ಸೈನ್ ( O/ 2). 
ಅಲ್ಲದೆ, du /de = ( 1 - ಕಾಸ್‌0) = 20ಸೈನ್ '(8/ 2). 

ds /d8 = ( ds / ) -( tx / d8 ) = 2qಸೈನ್ ( 0/ 2) .... ( ii ) 
(i) ಮತ್ತು ( ii ) ರಿಂದ, ds/ db = ( ds / de ) - ( de / d ) 
- - 4aಕಾಸ್b . 

3 . (LI² + by' – ಎಂಬ ರೇಖೆಯ p - | ಸವಿಾಕರಣ 
ವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಕಾಸ್ « + Y ಸೈನ್ ಇ = ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ( , Y ) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 

= - 90° ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ಸರಳರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 
೩ ಕಾಸ್ ( – 90° ) + Y ಸೈನ್ ( 4 – 90° ) = ? , ಎಂದರೆ, 

- Xಸೈನ್ - Y ಕಾಸ್ [ = D .. 


14 ] 
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ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ( ೫ , ೪ ) ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯು 

ax + by9 = 1 
ಆಗಬೇಕು. ಈ ಎರಡು ಸವಿಾಕರಣಗಳ ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ, 

O by 1 

ಸೈನ್ * - ಕಾಸ್xy 
_ ಸೈನ್ 

– ಕಾಸ್ 
- , ಮತ್ತು 91 = by 
ಆದರೆ ದತ್ತಸವಿಾಕರಣದಿಂದ 

ax + by = 1 . 
ಕೊನೆಯ ಈ ಮೂರು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ , ೪ ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿ 
ಸಿದರೆ ( eliminate ), 

abp³ = ೧ಕಾಸ್ ” + & ಸೈನ್²4: 
ಎಂಬ ? - 4 ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 


Qn , ಮa 


_ bp . 


ಅಭ್ಯಾಸ 8 
1 . ಒ೦ದು ಸಮತಲ ರೇಖೆಯ P ( ೫, ೪ ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯ ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಅಂತರ್ಗತಕೋನವು 4 ಆದರೆ , 


ಟ್ಯಾನ್¢ - * y ' – 


ಬ್ಯಾನ್ ೪ - x + ೪Y' 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ 
- 2 . = r ಕಾಸ್ , ಮತ್ತು Y = ಸೈನ್ ಆದರೆ, ಆಗ 

. dy dx 

* 40 - 9 = 7². 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


- 


6-(II 


1-ಕಾಸ್0 


p² 
= 
a 
? 
” 


(parabola)ಪರಿಕ್ಷೇಪ 


-606( 


೧ 


02+[=(E 

-D7, 


a 


doz=gol 

=d. 


8+006(–0)-006 


ವರ್ತುಳಸರಳರೇಖೆ 


-8R207=|-=(5-6)೩|| 


- 
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P-1ಸಂಬಂಧ 


ನಂ 
. 
ಧ್ರುವೀಯ 
ಸವಿಾಕರಣ 
| 
ರೇಖೆಯ 
ಹೆಸರು 


5 
. 
ಈ 
ಕೆಳಗಿನ 
ಪಟ್ಟಿಯಲ್ಲಿ 
ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ರೇಖೆಗಳ 
4 
ಕೋನಗಳನ್ನೂ 
, 
- 
ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನೂ 
ಸಾಧಿಸಿ 
: 
4 
. 
ರೂಢ 
ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ 
= 
* 
« 
+ 
42 
) 
ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ 
, 


ಎಂದುತೋರಿಸಿ. 
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ELORA(Op/np)+0 

on]-LeSea(@P/4p)+64-1-7X7-2-[CroP/nz)+7]n-(zoP/zp)-(OP/MpZ+h| 


_90°–20 


"p= 


i)90°+… 


13=2ap> 


4.|nಕಾಸ್‌28=4²ಸಮಅತಿಕ್ಷೇಪ 

(rectangular 

hyperbola) 
5 
. 
1 
) 
1 
= 
4 
( 
1 
+ 
ಕಾಸ್‌0 
) 
ಹೃದ್ವಲಯ 

(cardioid) ii)r=a1–ಕಾಸ್‌0) 6._q2=2ಕಾಸ್24. 

ದ್ವೀಪದ್ವಯ 

(lemniscate) _rm=Q"ಸೈನ್m 
6ಕಾಟ್ 
a 
ಸಮಾನಕೋನಿಕ 
ಪರಿಭ್ರಮಿ (equi-angular 

spiral) 


DIG 


90°+28 


d200=çol 
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me 


De 
= 
d 


duರಿ=1+ma 
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6 . 


= 1 + @ ಕಾಸ್d 
ಎಂಬ ಶಂಕು ಭಾಗಿನಿಯ ( conic section ) - 1 ಸವಿಾಕರಣವು 

- 1 1 /2 e² - 1 . 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 


7 . 


ಎಂಬ ಲುಪ್ತಾ೦ಡದ ( ellipse ) p - 1 ಸಮಿಾಕರಣವು 

- (i) ಮಧ್ಯಬಿಂದುವು (centre ) ಧ್ರುವವಾದಾಗ , 


² + 2 = a + 6², 
ಮತ್ತು (ii ) ಒಂದು ನಾಭಿಯು ( focus) ಧ್ರುವವಾದಾಗ, 


62 


20 - 1 , 


p2 = 


- 1, 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

8, 
ಎಂಬ ಅತಿಕ್ಷೇಪದ (hyperbola ) p - " ಸವಿಾಕರಣವು 

- (i) ಮಧ್ಯ ಬಿಂದುವು (centre) ಧ್ರುವವಾದಾಗ , 


- a² 


52 = 


Q²6³ 
0² - r² = a² – 6², 


ಮತ್ತು ( ii) ಒಂದು ನಾಭಿಯು ( focus ) ಧ್ರುವವಾದಾಗ, 

62 2a , 


+ 1 . 


p² 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


ಅ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


213 


9 , 2/3 + 2/3 - 213 ಎಂಬ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯ ( astroid ) 
ಪಾನೀಯ ( pedal ) ಸಮಿಾಕರಣವು ಎಂದು 3 + 3p° = 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


10. = 1 + ಕಾಸe 
ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ( parabola ) p – ; ಸಂಬಂಧವು 

op zo di = a b ensida 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

- 11 . Y = ( ಕಾಷ್ ( x / c) ಎಂಬ ತಂತ್ರೀರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ( chain - 
ette ) ds = ಸೆಕ್ : db ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

12. $ = v (8 ay ) Dow Jop , Pooja (cycloid ) 
8 – 4 ಸವಿಾಕರಣವು 8 = 40 ಸೈನ್ : ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

13, + 4 ( a - Y ) . 0 + va² - Y ) 


13 . 


4 


ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ Y ds / dy ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

14. 1 = 4( 1 + ಕಾಸ್ ) ಎಂಬ ಹೃದ್ವಲಯಕ್ಕೆ ( cardi 
oid) 0 = 1 / 3 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ಮತ್ತು ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಧ್ರುವೀಯ 
ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


15. r = a( 1 + cos 0 ) wow To e osoa (cardioid ) 
ಯಾವ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಆದಿರೇಖೆಗೆ (i) ಸಮಾನಾಂತರ 
ದಲ್ಲಿದೆ ? ( ii ) ಲಂಬದಲ್ಲಿದೆ ? 

16 , r = 4(1 + ಕಾಸ್ ) ಎಂಬ ಹೃದ್ವಲಯಕ್ಕೆ ( Cardioid ) 
ABCD ಎಂಬ ಆಯವನ್ನು (ದೀರ್ಘ ಚತುರಸ್ರ , rectangle ), 
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AB ಮತ್ತು CD ಎಂಬ ಬಾಹುಗಳು ಆದಿರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿ 
ರುವಂತೆ, ಬಹಿರ್ಯೊ( ಜಿಸಿದೆ ( escribed ) , AB : BC = 3 : 2 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 


17. 1 = ae ಕಾಲ್ ಎಂಬ ಸಮಾನ ಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿ 
ಯಲ್ಲಿ ( equiangular spiral ) ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾ 
ಖಂಡ ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡಗಳ ( polar 
subtangent and polar subnormal) padno od 8000J 
( ratio) ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣವುಳ್ಳದ್ದೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

18 . ಕಾಸ್28 = 4² ಎಂಬ ಸನು ಅತಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( rect 
angular hyperbola) ಧ್ರುವೀಯ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖಾಖಂಡವು PT, 
ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡವು PN ಆದರೆ, PN ;PT = 
ಟ್ಯಾನ್20 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


19. 0 = ಕಾಸ್ - Y _ - r ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ 
ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾಖಂಡಗಳನ್ನು ( polar subtangent and 
polar subnormal ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ಅಲ್ಲದೆ, ಧ್ರುವೀಯ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವು ( polar tangent) ಸಿರಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

20. ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವು ( polar 
Subtangent) , ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ಅಧೀನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡವು 
( polar subnormal ) 7 , ಆದರೆ, ಆಗ 
i) r² = 28 ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಕಿ = n ; 
ii) 24 /r = 1 - ಕಾಸ್ ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( parabola ) 

pt = *(n + 1) ; 
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iii ) 1 = ( 1 - ಕಾಸ್ ) ಎಂಬ ಹೃದ್ವಲಯದಲ್ಲಿ (cardioid ) 

( + ೬) = 4a²6 ; 
iv ) r² = a² ಕಾಸ್ 20 ಎಂಬ ದ್ವಿಸದ್ವಯದಲ್ಲಿ ( lemniscate ) 

n ( n + ) = at; 
v) r = 4 ಸೈನ್ne ಎಂಬ ಪದ್ಮದಲ್ಲಿ ( rhodonae) 

- r ( n + m +t) = mat 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


4 


- ಅಧ್ಯಾಯ IX 
ಧುನೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಗಳು 

( polar reciprocal curves ) 
91. ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಗಳ ನಿರೂಪಣೆಗೆ ಪೂರ್ವ 
ಭಾವಿಯಾಗಿ ಪಾನೀಯ ( pedal ), ಮತ್ತು ವಿಲೋಮ (inverse) 
ರೇಖೆಗಳ ಪರಿಚಯವನ್ನು ಮಾಡಿಕೊಳ್ಳೋಣ. 

9 . 2, ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಗಳು ( pedal curves). 

_ y = fix ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯಮೇಲೆ P ಎಂಬುದೊಂದು 
ಪ್ರಚಲಿತ ( current) ಬಿಂದು , ಮತ್ತು ಆ ರೇಖೆಯ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ 
( plane) A ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ಯಬಿಂದು ಆದರೆ , ಆಗ A ಬಿಂದುವಿ 
ನಿಂದ PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬದ ಪಾದದ ಪಥವು 
( locus ) A ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ದಷ್ಯರೇಖೆಯ ಪ್ರಥಮ ಧನ 
ಸಾದೀಯರೇಖೆ ( irst positive pedal) ಎಂದು ಕರೆಯ 
ಲ್ಪಡುತ್ತದೆ; ಮತ್ತು ದತ್ತರೇಖೆಯು ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಯ 
ಪ್ರಥಮ ಋಣ ಸಾದೀಯರೇಖೆ ( first negative pedal) 
ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 

- A ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ 
ರೇಖೆಯ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯು, ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ದ್ವಿತೀಯ 
ಧನ ಪಾದೀಯ ರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 1ನೆಯ ಅಧಿಷಾ ನದ 
( nth order ) ಧನ ಅಥವಾ ಋಣ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಗಳ ನಿರೂಪಣೆಗಳೂ 
ಹೀಗೆಯೇ . 

- 9 : 21 ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಮೂಲಬಿಂದು 
ನನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡು 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


217 


80 a 3003 Ogos ( to find the first positive 
pedal , w .r . t. the origin , of a curve given 
in Cartesian coordinates ). 


ದತ್ತರೇಖೆಯು ೪ = f(x) N . 
ಆದರೆ, ಅದರ p( x , 9 ) 
ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 


ಈY ( x – 14) : 


dy , x 


9 - 91 = 3 


ಎಂದರೆ , 


ಆಕೃತಿ 9 - 1 
dy 


dy 


e 


ಇದನ್ನು ಬಕಾಸ್‌u + yಸೈನ್x - P = 0 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ. ಆಗ ಸದೃಶ ಪದಗಳ ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ 
ಕಾಸ್ ಸೈನ್ 

ಇ 
- dylax = - 1 * 9 - ( dy / da )' 
ಅಲ್ಲದೆ, 

9 = fx ) , 
ಈ ಕೊನೆಯ ಮೂರುಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ X , Y ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 

P = ¢é) 
ಎಂಬ ಒಂದು ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಈಗ PT ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ 
0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬದ ಪಾದವು M ಆದರೆ, M 
ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು ( P , c) ಆದ್ದರಿಂದ ಇ = 6( a ) 
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ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಗೆ ಬದಲು , ಮತ್ತು 1 ಗೆ ಬದಲು 8 
ಬರೆಯುವುದರಿಂದ ಲಭಿಸುವ 

* = ¢0) 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವೇ ವಾಂಛಿತ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯ 
ಧ್ರುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣ . 

- ಹೀಗೆ, ಕಾಸ್ + ೪ ಸೈನ್ = 9 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ನಿಬಂಧನೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದು, ಆ ನಿಬಂಧನೆ 
ಯಲ್ಲಿ p ಮತ್ತು C ಗಳಿಗೆ ಬದಲು 7 ಮತ್ತು 8 ಗಳನ್ನು ಹಾಕಿದರೆ ನನಗೆ 
ಬೇಕಾಗಿರುವ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
ಮಲ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, 2 – ² = a² ಎಂಬ ಸಮ 
ಅತಿಕ್ಷೇಪದ ( rectangular hyperbola) ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾದೀಯ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

* ಕಾಸ್ + Y ಸೈನ್ = P .... (1) 
ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು p( , ೪ ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ p ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
- ೫೫ - Y9 - a = 0 

.... ( ii ) . 
(i) ಮತ್ತು (ii) ರಲ್ಲಿ ಸದೃಶ ಪದಗಳ ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ 

– 9 _ a2 
ಕಾಸ್ ಸೈನ್d p 


- aಿಕಾಸ್ 


- 


. 


2ಸೈನ್ 


P 


. 


ಮತ್ತು 


ಅಲ್ಲದೆ, 


... (iii ) 
... ( iv ). 


* – = 
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1 


( iii) ಮತ್ತು ( iv ) ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ X , Y ಗಳನ್ನು 
ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ , 

p³ = aಿಕಾಸ್‌2a 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ p q ಗಳಿಗೆ 1 , 0 
ಹಾಕಿದರೆ, 

_ n – aಿಕಾಸ್‌ 20 
ಎಂಬ ದ್ವೀಪ ಯವು (lemniscate) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದೇ 
ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆ, 

_ 9 . 22 . ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರ 
ನಿಸಿ ಪ್ರಥನು ಧನ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ 
ವಿಧಾನ (to find the first positive pedal 
w .r .t. the pole , of a curve given in polar 
coordinates ). 

ದತ್ತ ರೇಖೆಯು 

_ = }( 8) 

ಆದರೆ , 
M P , 

ಆಗ ಆಕೃತಿ 9 -2 ರಿಂದ 

1 = 6 + 6 - …. 
ಅಲ್ಲದೆ, 

d8 . 
ಕೃತಿ 9 - 2 

_ p = " ಸೈನ್¢ . 
ಈ ನಾಲ್ಕು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 7, 8 ಮತ್ತು 4 ಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ , 

P = ge) 


ಟ್ಯಾನ್, = 1 


ಮತ್ತು 
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ಎಂಬ ಒಂದು ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ , a ಗಳಿಗೆ 
ಬದಲು 7, 8 ಹಾಕಿದರೆ ಲಭಿಸುವ 

r = g( 6 ) 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವೇ ನಮಗೆ ಬೇಕಾಗಿರುವ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ 
ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , 

rm = Q " ಕಾಸ್me 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ; 
ಮತ್ತು k ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ( kth order ) ಧನ ಮತ್ತು ಋಣ 
ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಅಭ್ಯಹಿಸಿ ( deduce) 

6 = " + m 


K = 0 + - 


= ( m + 1 ) B . 


. . 0 = 


m 


. : ma 


', 


10 = 


1 1 1 • 


= ಸೈನ್¢ = ಕಾಸ್md = ೧ ಕಾಸ್mne ಕಾಸ್me 


n + 1 


m + 1 
= 0 ಕಾಸ್ m mm = ೧ ಕಾಸ್ m 


7 m 
\ rm + 1 


) 
/ 


m 


pm+1 = am+ 1 ಕಾಸ್ 11 - 


11 + 14 
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: ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯ ರೇಖೆಯು 


na 


) 


7 


m + 1 ಕಾಸ್ _ 


_ m 


+ ] " 


mm 
ಎಂದರೆ, m, = cm; ಕಾಸ್rne, ಸಂಗತ 17 = 1 # m , 
ಹೀಗೆ, ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ n ಗೆ ಬದಲು = m /( 1 + nm ) 
ಹಾಕಿದರೆ, ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 
ದ್ವಿತೀಯ ಧನ ಪಾನೀಯವು 

m = am ಕಾಸ್ me , 

m , m 
ಸಂಗತ 

2 1 + m = 1 + 2m 
ಹೀಗೆಯೇ ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಧನ ಪಾನೀಯವು 

me = ama yoyo mko . (ii ) 
ಸಂಗತ 
ಈಗ ರೇಖೆ ( ii ) ನ್ನು ಮಲ ರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಿದರೆ , ಅದರ 
k ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಗುಣ ಪಾನೀಯವು ( i) ಆಗುತ್ತದೆ. ಮೇಲಿನ 

ಮತ್ತು m ಗಳ ಸಂಬಂಧದಿಂದ 


Tik = 1 + km 


- 


mm 
= 1 - kmx 


: ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಋಣಪಾನೀಯವು 

m = ಕಾಸ್ me, 

m 
ಸಂಗತ 
ಆದ್ದರಿಂದ k ಧನವಾದಾಗಲೂ , ಋಣವಾದಾಗಲೂ ² ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾ 
ನದ ಸಾದೀಯದ ಸವಿಾಕರಣವು ಮೇಲಿನ ಸವಿಾಕರಣ ( ii) . 


mx = 1 - kcam 
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9 .3 . ವರ್ತುಲೀಯ ವಿಲೋಮನ (inversion wrot , 
a circle ) . 

ಒಂದು ವರ್ತುಳದ ಕೇಂದ್ರ 9 , ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯ K ಎಂದು ಭಾವಿ 
ಸೋಣ, ಆ ವರ್ತುಳದ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ P೮, ೪ ) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ OP ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ 

OP . 0Q = K2 


ಆಗುವಂತೆ ಇರುವ Q ಎಂಬ ಬಿಂದುವು, ದ , ವರ್ತುಳವನು 
ಗೌರವಿಸಿ, P ಬಿಂದುವಿನ ವಿಲೋಮ ಬಿಂದುವೆಂದು ( inverse 


ಕೃತಿ 9 - 5 


point) ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 9 - 3), ಅಲ್ಲದೆ 0 ಬಿಂದುವು 
ವಿಲೋಮನ ಕೇಂದ್ರವೆಂದೂ ( centre of inversion ), K ” ಎಂಬ 
ಸ್ಥಿರಿಯು ವಿಲೋಮನ ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದೂ ( Constant of inversion ), 
ದತ್ತ ವರ್ತುಳವು ವಿಲೋಮನ ವರ್ತುಳವೆಂದೂ ( circle of 
inversion ) ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 
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ಸಮಿಾಕರಣ (1) ರಲ್ಲಿ P , Qಗಳ ಪರಸ್ಪರ ವಿನಿಮಯದಿಂದ 
ಸವಿಾಕರಣವು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ, P ಬಿಂದುವಿನ ವಿಲೋ 
ನವು Q ಆದರೆ , 2 ಬಿಂದುವಿನ ವಿಲೋಮವು P ಆಗುತ್ತದೆ. 

- ದ ವಿಲೋಮನ ವರ್ತುಳದ ಕೇಂದ್ರವಾದ 0 ಬಿಂದುವಿನ 
ಮುಖಾಂತರ OX , OY ಎಂಬ ಎರಡು ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ಆಗ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವು ² + ² = kತಿ ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಈಗ 
P ಬಿಂದುವು ( ೫, ) ಆದರೆ , Q ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯೋಣ. Q ಬಿಂದುವು ( x', ೪ ) ಆದರೆ, ಆಗ ಸಮಿಾಕರಣ 
(i) ರಿಂದ, 

( + y°) ( c'2 + Y'2) = k4 . 
ಅಲ್ಲದೆ, O , P , Q ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ಸರಳ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 
ರುವುದರಿಂದ 


ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಮತ್ತು ೪ ಗಳಿಗೆ ವಿಘಟಿಸಿದರೆ 
( ಬಿಡಿಸು , Solve), 


* = ² + ²) Y' = ² + ²" 
ಈಗ, P ಬಿಂದುವು . 

f( , 9) = 0 
ಎಂಬ ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ತದನುಸಾರವಾಗಿ , 2 ಬಿಂದುವು 

| k x ky ) . 

_ fx² + ²' x² + Y² / * 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ವರ್ತುಳವನು 
ಗೌರವಿಸಿ , P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ ವಿಲೋಮರೇಖೆ, P , Q ಬಿಂದುಗಳು 
ಪರಸ್ಪರ ವಿಲೋಮ ಬಿಂದುಗಳಾದ್ದರಿಂದ , Q ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ 
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ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವಾಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ ಈ 
ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು , ದತ್ತ ವರ್ತುಳವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , ಪರಸ್ಪರ ವಿಲೋಮ 
ರೇಖೆಗಳು . 
ಮತ್ತೆ ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ P ( r, ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು 

- 6 , 8) = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸಿದರೆ , 2 ಬಿಂದುವು 


ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. 

ಈಗ, ವರ್ತುಳಿಯ ವಿಲೋಮನದಲ್ಲಿ, ಪರಸ್ಪರ ವಿಲೋಮಗಳಾ 
ಗಿರುವ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ, ಎರಡು ಅನುಗುಣ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ 
( corresponding points ) ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ 
( radius vector) ಸರಳಪೂರಕ (Supplementary ) ಕೋನ 
ಗಳಲ್ಲಿರುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 

_ P , Q ಬಿಂದುಗಳು ವಿಲೋಮ ಬಿಂದುಗಳೆಂದೂ , P ಬಿಂದುವು 
r = f( 8) ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ. 


0. 


ಆಕೃತಿ 3 - 4 
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15 ) 


do 


ಆಗ Q ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ( k²/r) = (d) . 

- ಈಗ / TPR = 4 , ಮತ್ತು TQR = ¢! ಆದರೆ ( ಆಕೃತಿ 
9 - 4 ), 6 + 6' = 180° ಎಂದು ತೋರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. 1 = fe) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ, 
d” - f'(8) ; : ಕಾಟ್¢ = dd = f(8) 

_ 1 dr _ f'(0) . 
ಮತ್ತೆ , ( k² /r) = f( ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ, 

dr 
- 40 = - kffು ; .. ಕಾಟ್ಫಿ'= - 1 . 
. ಕಾಟ್¢' = - ಕಾಟ್¢ ; 6' = 180° - 6. 

ಈ ಫಲವನ್ನು ಜಾಮಿತೀಯ ರೀತಿಯಲ್ಲೂ ಸಾಧಿಸಬಹುದು. 
ಹೇಗೆಂದರೆ, ಆಕೃತಿ 9 - 5 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ , ದತ್ತ ವಿಲೋಮ 


f ( 8 ) 


0 


. 


ಆಕೃತಿ - 5 
ರೇಖೆಗಳಿಗೆ PP, QQ ಎಂಬ ಛೇದಕಗಳನ್ನು (secants) ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ OP . 0Q = OP . OQ = k²). ಆದ್ದರಿಂದ 
PPQQ ಎಂಬ ಚತುರ್ಭುಜವು ಚಕ್ರೀಯವಾದುದು ( cyclic). 
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/ UPR = 0 , ಮತ್ತು POP = 88 ಆದರೆ , ಆಗ / VQP 
= 180° - a - 80 . ಈಗ 60 = 0 ಆದಂತೆ, « ¢ ಆದರೆ, 
( VQP -> 180° – ¢; ಅಲ್ಲದೆ, PP, QQ ಎಂಬ ಛೇದಕಗಳು 
P , Q ಎಂಬಲ್ಲಿ ಆಯಾ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಾಗುತ್ತವೆ. 

ಈಗ, ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನಕೋನವು ( angle of inter 
section ) ವರ್ತುಳಿಯ ವಿಲೋಮನದಿಂದ ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ ಎಂಬ 
ಫಲವು ಮೇಲಿನ ಫಲದಿಂದ ಅನುಸಾರವಾಗಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ, 
C , D ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ? ಎಂಬಲ್ಲಿ " ಎಂಬ ಕೋನದಲ್ಲಿ 


ಆಕೃತಿ 9 - 6 


ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸಿದರೆ , C , D ಗಳ ವಿಲೋಮಗಳಾದ C , D ' ಎಂಬ 
ರೇಖೆಗಳು P ಬಿಂದುವಿನ ವಿಲೋಮವಾದ 2 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅದೇ 
ಕೋನದಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. ( ಆಕೃತಿ 9 - 6), ಏಕೆಂದರೆ , P 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ C , D ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು OP ಎಂಬ ದಿಕ್ 
ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ 4, 8 ಕೋನಗಳಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ = 8 - a, P ಬಿಂದುವು 
C , D ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳ ಮೇಲೂ ಇರುವುದರಿಂದ, ಅದರ ವಿಲೋ 
ಮವಾದ Q ಬಿಂದುವು C , D ' ಎಂಬ ಎರಡು ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಗಳ 
ಮೇಲೂ ಇರಬೇಕು ; ಎಂದರೆ , C , D ' ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು Q ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. ಅಲ್ಲದೆ, C , D ' ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗಳು 


D 
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ದಿಕ್ ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ 180° – 1, 180° – 8 ಕೋನಗಳಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ; ಆದ್ದ 
ರಿಂದ ಈ ರೇಖೆಗಳ ಛೇದನ ಕೋನವು 

(180° - a ) - ( 180° – 8) = 8 - 0 = ೧ . 


ಉದಾಹರಣೆ 
ಒಂದು ವರ್ತುಳದ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು (i) ವಿಲೋಮನ 
ಕೇಂದ್ರವು ಆ ವರ್ತುಳದ ಮೇಲಿಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಇನ್ನೊಂದು ವರ್ತುಳ 
ವಾಗುತ್ತದೆ ; (ii) ವಿಲೋಮನ ಕೇಂದ್ರವು ಆ ವರ್ತುಳದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ, 
ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯಾಗುತ್ತದೆ. 


ವಿಲೋಮನ ಕೇಂದ್ರವು ಮೂಲ ಬಿಂದುವೆಂದೂ , ವಿಲೋಮನ 
ಸ್ಥಿರಿಯು k² ಎಂದೂ , ದತ್ತ ವರ್ತುಳವು 


² + y° + 2gx + 2fy + C = 0 
ಎಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ, ಈ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೩ , ೪ ಗಳಿಗೆ ಬದಲು 
k²a /( x² + y²) ಮತ್ತು kg/( x² + y ) ಗಳನ್ನು ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸಿದರೆ 
(substitute) , ಆಗ 

c ( w + y ) + 2gk + 2fky + k = 0 
ಎಂಬ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, C = 0 ಆದರೆ, 
ಇದೊಂದು ವರ್ತುಳ ; ಮತ್ತು C = 0 ಆದರೆ ಇದೊಂದು ಸರಳ ರೇಖೆ. 


_ 9 . 4 , ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರರೇಖೆಗಳು ( polar reci 
procals ) . 

ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , ಒಂದು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಪ್ರಥವು ಧನ 
ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯ ವರ್ತುಳಿಯ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ 
ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
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ಅಲ್ಲದೆ , ಒಂದು ದತ್ತ ಶಂಕುಭಾಗಿನಿಯ ( conic ) ಗೌರವಕ್ಕೆ , 
ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಧ್ರುವಬಿಂದುವಿನ ( pole ) ಪಥವು 
ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, x2 - ² = 2 ಎಂಬ 
ರೇಖೆಯ ದ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ಪ್ರಥಮ ಧನಪಾದೀಯ ರೇಖೆಯು 1² = ² ಕಾಸ್ 28 ( ಉದ್ಯಾ, 
೯ 9 . 21 ) ; ಇದರ ವರ್ತುಳಿಯ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು ಎಂದರೆ ನನಗೆ 
ಬೇಕಾಗಿರುವ ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯು 

( / r2) = 4² ಕಾಸ್ 28. 
2. M² – ² = ² ಎಂಬ ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪದ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
w + y – am = 0 ಎಂಬ ವರ್ತುಳದ ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
ದತ್ತ ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ ( XI) ೪ ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 

೫೫ + 99 - (x + x = 0 .... (i) 
ದತ್ತ ಅತಿಕ್ಷೇಪದ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಈ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಧ್ರುವ ಬಿಂದುವು 
( pole ) ( Ly, 92) ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಈ ಬಿಂದುವಿನ ಧ್ರುವೀಯ 
ರೇಖೆಯು (polar ). 

XX - Y೪ - Q = 0 , .... ( ii ) 
ಈಗ (i) ಮತ್ತು ( ii ) ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳೆರಡೂ ಒಂದೇ ಆಗಬೇಕಾ 
ದರೆ , ಸದೃಶ ಪದಗಳ ಹೋಲಿಕೆಯಿಂದ 

2x - ೧ _ 291_ _ X _. 

T – 92 0 
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- 02 


` X = 20 - 1, 912 ( 24 - ) 
ಅಲ್ಲದೆ, 1x² + Y ? - Q = 0 

ಕೊನೆಯ ಈ ಮೂರು ಸವಿಾಕರಣಗಳಿ೦ದ ೩ , ೪ ಗಳನ್ನು 
ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, ೪ = - 4a ( ೫ , - Q ) ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯು 
ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ( , ೪ ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು, ಎಂದರೆ ನನಗೆ 
ಬೇಕಾಗಿರುವ ರೇಖೆಯು 

_ y = - 4a ( - a ) | 
ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪ (parabola ). 


ಅಭ್ಯಾಸ 9 
1. ಮೂಲ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ 
ಪ್ರಥಮ ಪಾನೀಯಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯಿರಿ : 


(i) y = 4ax ; 


Q² ಇತಿ 


( iii ) x2/3 + 


213 = a213 , 


2. ನಾಭಿಯನ್ನು ( focus ) ಗೌರವಿಸಿ 

20 - 1 + ಕಾಸ್ 0 


ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ (parabola) ಪ್ರಥಮ ಧನ ಸಾದೀಯ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


3 , ಒ೦ದು ವರ್ತುಳದ ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ( plane) ಒಂದು ದತ್ತ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , ಆ ವರ್ತುಳದ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾನೀಯವು ಒಂದು 
ಮಹೀಲತೆ ( limacon) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ; ಅಲ್ಲದೆ, ದತ್ತ ಬಿಂದುವು 
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ಆ ವರ್ತುಳದ ಮೇಲಿದ್ದರೆ, ಮಹೀಲತೆಯು ಒ೦ದು ಹೃದ್ವಲಯವಾಗು 
ಇದೆಯೆಂದು (cardioid ) ತೋರಿಸಿ. 
4 . ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, 

* ಕಾಸ್ # 0 = Q 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ 4ನೆಯ ಧನ ಪಾನೀಯವು ಒ೦ದು ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪವೆಂದೂ 
(rectangular hyperbola ), 5ನೆಯ ಧನ ಪಾನೀಯವು ಒಂದು 
ದ್ವೀಪ ಯವೆಂದೂ (lemniscate ) ತೋರಿಸಿ. 

5. ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, r = 4 ( 1 + ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ 
ಹೃದ್ವಲಯದ 4ನೆಯ ಋಣ ಪಾನೀಯವು ಒಂದು ಪರಿಕ್ಷೇಪವೆಂದು 
(parabola ) ತೋರಿಸಿ, 

2 - f (7) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ k ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಧನ ಅಥವಾ ಋಣ ಸಾದೀಯವು 

P = f ( 2 ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

7. x² + g² = 4a² ಎಂಬ ವರ್ತುಳವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, 
Y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯು ಒಂದು ಅಭಿಗಮ 
ರೇಖೆ ( cissoid ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

- 8 , r² = a² ಕಾಸ್ 20 ಎಂಬ ದ್ವೀಪದ್ವಯಕ್ಕೆ , ಧ್ರುವವನ್ನು 
ಗೌರವಿಸಿ ವರ್ತುಳಿಯ ವಿಲೋಮ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 
9 . ನಾಭಿಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, 

= 1 + ಕಾಸ್ 8 
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ಎಂಬ ಶಂಕು ಭಾಗಿನಿಯ ( conic ) ವಿಲೋನವು ಒಂದು ಮಹೀಲತೆ 
(limacon ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ನಾಭಿಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಒಂದು ಪರಿ 
ಕ್ಷೇಪದ ವಿಲೋಮವಾವುದು ? 

10 . ಮೂಲ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ , 


² * 12 = 1 . 


ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ತಿ ಯ ( ellipse ) ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


11 . n? ಕಾಸ್20 = ಎಂಬ ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪದ ( rec 
tangular hyperbola ) ಗೌರವಕ್ಕೆ ² = a2 ಕಾಸ್ 20 ಎಂಬ 
ದ್ವೀಪದ್ವಯದ (lemniscate ) ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


12. ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, 


regel sdegna 


ಎಂಬ ಸಮಾನಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರವಿಯ ಪ್ರಥಮ ಧನ ಪಾದೀಯ , 
ವಿಲೋಮ ಮತ್ತು ಧ್ರುವೀಯ ವ್ಯತಿಹಾರ ರೇಖೆಗಳು ಸಮಾನಕೋನಿಕ 
ಪರಿಭ್ರಮಿಗಳೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 


ಅಧ್ಯಾಯ X 
ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳು 
(maximum and minimum values ) 

10:1 . ನಿರೂಪಣೆ ( definition ). 
( a , b) ಎಂಬ ಒಂದು x - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f(a) ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಿಚ್ಚಿನ್ನ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತವಾಗಿದ್ದು , ಆ ಅವಧಿಯ c, q < c < b , 
ಎಂಬ ಒಂದು ಆ೦ತರಿಕ ಬಿಂದುವಿನ (interior point ) ಉಭಯ 
ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ 
- 04 | h | ( 1 ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ fic + h ) - f( c) < 0 
ಆಗುವಂತೆ " ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ {( c ) ಎಂಬ ಮಲ್ಯವು 
f(x) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವೆಂದೂ , ಮತ್ತು [ c, f ( c)] ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು ( ಅಥವಾ ಪ್ರಸ್ವವಾಗಿ, x = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು) f( ) ನ 
ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವೆಂದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ ; ಆ ಬದಲು , 
- 0 < | h | < q ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ fdc + h) - f(c) > 0 
ಆಗುವಂತೆ ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿದ್ದರೆ, ಆಗ fc) ಎಂಬ ಮೂಲ್ಯವು 
f( x) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವೆಂದೂ , ಮತ್ತು [ c, fle ) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು f( x) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವೆಂದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. 

೫ = C ಎಂಬ ಆ೦ತರಿಕ ಬಿಂದುವಿನ ಉಭಯ ಸಾವಿರಾಜ್ಯವೊಂದ 
ರಲ್ಲಿ ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ f( x ) = {( c) ಆದರೆ, ಆಗ ಆ ಬಿಂದುವನ್ನು 
f(x ) ನ ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವೆಂದಾಗಲಿ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವೆಂದಾಗಲಿ 
ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು, 
* ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳಿಗೆ ಪರಾಕಾಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳು 
( extreme values) ಎಂದು ಹೆಸರು, 
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ಆಕೃತಿ 10 - 1 ರಲ್ಲಿತೋರಿಸಿರುವ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ A ಎಂಬ ಬಿಂದುವು 
ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು ; ಏಕೆಂದರೆ DE ಎಂಬ ಉಭಯ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ 
MA ಎಂಬ ಆರೂಢವು ( ordinate) ಇತರ ಎಲ್ಲ ಆರೂಢಗಳಿಗಿಂ 
ತಲೂ ದೊಡ್ಡದು. ಮತ್ತೆ B ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು ; 


ME 


G NM 


ಆಕೃತಿ 10 + 1 


ಏಕೆಂದರೆ GH ಎಂಬ ಉಭಯ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ NB ಎಂಬ ಆರೂಢವು 
ಇತರ ಎಲ್ಲ ಆರೂಢಗಳಿಗಿಂತಲೂ ಚಿಕ್ಕದು. ಈ ರೇಖೆಗೆ A , A , . . . 
ಮುಂತಾದ ಇತರ ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳೂ , B , B , , , , ಮುಂತಾದ 
ಇತರ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳೂ ಇವೆ. 
- ಆಕೃತಿ 10 - 2 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ 
ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗಲಿ ಕನಿಷ್ಠ 
ಬಿಂದುವಾಗಲಿ ಇಲ್ಲ ; ರೇಖೆಯು ಸದಾ 
ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ ($ 1. 23 ). 

ಇಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ , ಕನಿಷ್ಠ ಎಂಬ ಪದ 
ಗಳಿಗೆ ಅಧಿಕ ತಮ ( greatest ) ಅಲ್ಪ 

- ಆಕೃತಿ 10 - ಸಿ 
ತಮ ( least ) ಎಂಬ ಅರ್ಥವಲ. 
ಆಕೃತಿ 10 - 1 ರಲ್ಲಿ LB, ಎಂಬ ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವು MA ಎಂಬ 
ಗರಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಕ್ಕಿಂತ ಅಧಿಕವಾಗಿದೆ. ಮತ್ತೆ ಆಕೃತಿ 10 - 2 ರಲ್ಲಿ NQ 
ಎಂಬ ಆರೂಢವು ಅಧಿಕ ತನವಾದುದು ( greatest ) ; ಆದರೆ Q 
ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಲ್ಲ , 


0 


" 


S 
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ಅಂತರಾಳ 


ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ, ಗರಿಷ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಜನ್ಯವಿರಲೇಬೇಕೆಂಬ ನಿಬಂಧನೆಯೇನೂ ಇಲ್ಲ. 
ಆಕೃತಿ 10 - 1 ರಲ್ಲಿ A ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾದರೂ , 
ಅಲ್ಲಿ ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ ಇಲ್ಲ. ಆದರೆ , ಪ್ರಕೃತದಲ್ಲಿ ನಾವು ಗಮ 
ನಿಸಬೇಕಾಗಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಜನ್ಯ ಗಳನ್ನು ಇವು. 

x = c ಎಂಬ ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f ( x) ಗೆ ಜನ್ಯ 
ವಿರುವುದಾದರೆ, ಆಗ f'( c) = 0. ಏಕೆಂದರೆ, ಮೇಲಿನ ನಿರೂಪಣೆಯ 
ಪ್ರಕಾರ , 0 < h < n ಆದಾಗ 
f( c + h ) - f(c ) 

f( c - h ) - fic) 


JOOJA F( C + h ) - f(c ) 
h » 0 h ಈ0, 


ಮತ್ತು 


ಸಂಖfc - h) - fc) ಎಂ . 


h + 0 


h 


f '( c) ಇದೆಯೆಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಈ ಪರಿಮಿತಿಗಳೆರಡೂ 
f'( c) ಗೆ ಸಮವಾಗಿರಬೇಕು, . . f '(c ) = 0. 

ಆದರೆ , ವಿಪರ್ಯಯವಾಗಿ ( ವಿರುದ್ಧ ವಾಗಿ, conversely ), 
f '( c) = 0 ಆದಾಗ x = c ಬಿಂದುವು fc) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ 
ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗಬೇಕಾದ್ದಿಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, f (x ) = 3 ಆದರೆ, 
f '( 0) = 0 ; ಆದರೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ವಾಗಲಿ, ಕನಿಷ್ಠ ವಾಗಲಿ 
ಅಲ್ಲ. 


f '( c) = 0 ಆದರೆ, ಆಗ [ c, f ( c)] ಬಿಂದುವು f ( x ) ನ ಒಂದು 
ಸ್ತಬ್ಧ ಬಿಂದು (Stationary point) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. - 
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_ 10 -2 , ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳಿಗೆ ಯಥಾ 
ಸಮೃದ್ದ ನಿಬಂಧನೆಗಳು ( ಯಥೋಚಿತ, sumcient con 
ditions for maxima and minima ) . 

(1) (c - , c + ೧) ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f( ) ಗೆ 
f'( ) ಎಂಬ ಜನ್ಯವಿದ್ದು , 
- C - 7 < x < c ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f "( x) > ೧ ಆಗಿಯೂ , 

C < < c + 7 ,, f '( c) < 0 , 
ಇದ್ದರೆ, ಆಗ ೫ = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು f( ) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
ವಾಗುತ್ತದೆ; ಆ ಬದಲು , 

c – < x < c ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f "( x) < 0 ಆಗಿಯೂ , 

c < < c + ೨ , f '( ) > 0 , 
ಇದ್ದರೆ, ಆಗ $ = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು f ( ) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
ನಾಗುತ್ತದೆ ; C - 7 < scಮತ್ತು < s < c + n ಎಂಬ ಎರಡು 
ಅವಧಿಗಳಲ್ಲೂ f'( ೧) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ x = c 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ , ಕನಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ . 

- ಸಾಧನೆ : 04 | h | < n ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 
ಪ್ರಥಮ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದ 

_ f ( c + h) - fc) = hf '( ) 
ಆಗುವಂತೆ C ಮತ್ತು c + h ಗಳ ಅಂತರದಲ್ಲಿ ಒಂದು ೯ ಇರುತ್ತದೆ. 
h - 0 ಆದಾಗ f '( 8) > 0 ಆಗಿಯ , h > 0 ಆದಾಗ f ' ( €) < 0 
ಆಗಿಯೂ ಇದ ರೆ, ಆಗ h•0 ಆದರೂ ಮತ್ತು, h > 0 ಆದರೂ 
hf '( ) < 0 , ಎಂದರೆ fdc + h ) - fc) < 0 ಆಗುತ್ತದೆ. . ನಿರೂ 
ಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ, = C ಎಂಬ ಬಿಂದುವು f( x ) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ 
ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. ಆ ಬದಲು , h < 0 ಆದಾಗ f'( ) < 0 ಆಗಿಯೂ , 
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h > 0 ಆದಾಗ f'(€) > 0 ಆಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ h < 0 ಆದರೂ 
ಮತ್ತು h > 0 ಆದರೂ kf '(€) > 0 , ಎಂದರೆ f(c + h) - fc) > 0 
ಆಗುತ್ತದೆ. .: ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ, = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು 
f ( x ) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗುತ ದೆ , ಮತೆ h40 ಆದಾಗಲೂ 
ಮತ್ತು h > 0 ಆದಾಗಲೂ f '( ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಒಂದೇ ಆಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಸಿನ ಚಿಹ್ನೆಯುಬದಲಾದರೆ , hf (€) ನ ಚಿಹ್ನೆ ಯ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ; 
ಎಂದರೆ 0 < | h | ಈn ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f( c + h) - fc) ಒಂದೇ 
ಚಿಹ್ನೆಯುಳ್ಳದ್ದಾಗಿರುವುದಿಲ್ಲ, ಆದ್ದರಿಂದ x = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು 
ಗರಿಷ್ಠವೂ ಅಲ್ಲ, ಕನಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ. 
ಈ ಮೇಲಿನ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲೂ ಸಾಧಿಸ 
ಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ, f ' ( c ) ಎಂಬ ಜನ್ಯವು ೩ ನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ 
ವರ್ಧಿಸುವ ಧಾರಣವಾದ್ದರಿಂದ ( rate), f '( 3) > 0 ಆದಾಗ f ( x) 
ಆರೋಹಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು F ( m) < 0 ಆದಾಗ fc) ಅವರೋಹಿ 
ಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಈ ನ ಬೆಲೆಗಳು c ಎಂಬ ಬೆಲೆಯ ಮುಖಾಂ 
ತರ ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಸಾಗಿದಂತೆ f( ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು = c ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆರೋಹಿತ್ವದಿಂದ ಅವರೋಹಿತ್ವಕ್ಕೆ ತಿರುಗಿದರೆ , ಆಗ 
C - 7 < < c + ಎಂಬ ಒಂದು ಚಿಕ್ಕ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ fc) ಎಂಬ 
ಆರೂಢವು ( ordinate) ಅಧಿಕತಮ ಆರೂಢವಾಗುತ್ತದೆ ; ಆದ್ದರಿಂದ 
೫ = C ಎಂಬ ಬಿಂದುವು fa) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಇದೇ ರೀತಿ f( x ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು = c ಬಿಂದುವಿನ ಎಡ ಸಾವಿರಾ 
ಪ್ಯದಲ್ಲಿ ಅವರೋಹಿಯಾಗಿಯೂ , ಬಲ ಸಾಮ್ರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ ಆರೋಹಿಯಾ 
ಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ , ಆಗ x = c ಬಿಂದುವು fu) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
ವಾಗುತ್ತದೆ. ಮತ್ತೆ x = c ಬಿಂದುವಿನ ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲ ಸಾಮೂಾಸ್ಯ 
ಗಳೆರಡರಲ್ಲೂ fix) ಸದಾ ಆರೋಹಿ ಅಥವಾ ಸದಾ ಅವರೋಹಿಯಾ 
ಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ c – 1 < X < c + 1 ಎಂಬ ಯಾವ ಅವಧಿಯಲ್ಲೂ fc) 
ಎಂಬ ಆರೂಢವು ಅಧಿಕತಮ ಅಥವಾ ಅಲ್ಪತನವಾಗುವುದಿಲ್ಲ ; ಆದ್ದರಿಂದ 
ಆಗ ೧ = c ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ , ಕನಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ . 
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ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳನ್ನೂ ಪ್ರತಿವಲನ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನೂ ( 8 11 .1) ತಿರುಬಿಂದುಗಳು (turning points ) 
ಎಂದು ಕರೆಯುವುದೂ ಉಂಟು. 

- 2 , < < b ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f( x) ಎಂಬ ಒಂದು 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ f "( x) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು , X = c ( @ < c ( 6) ಎಂಬ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ | 

f '(c) = 0 ಮತ್ತು f "( c) > 0 
ಆದರೆ , ಆಗ x = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವು }( ) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
ವಾಗುತ್ತದೆ ; ಆ ಬದಲು , 

f '( c) = 0 , ಮತ್ತು f "( c) < 0 
ಆದರೆ, ಆಗ x = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವುfx) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
ವಾಗುತ್ತದೆ. 
- ಸಾಧನೆ : f '( c) = 0 ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದಲೂ , 
ದ್ವಿತೀಯ ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದಲೂ , 

f(c + h)- f c) = "(c + @h), 040 < 1, .... (6) 
ಈಗ f"( c) < 0 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. f "( ) ನ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ 
ದೆಸೆಯಿಂದ c – m < x < c + 1 ಎಂಬ ಒಂದು ಚಿಕ್ಕ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ 
ಜನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ f "( ) < 0 ಆಗಿರುತ್ತದೆ, : 0 < | 1 | 2 1 
ಆದರೆ, ಆಗf ' ( c + Bh ) < 0 ; . (i) ರಿಂದ ( c + h ) - f( c) < 0 . 
... = c ಬಿಂದುವು f( x) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು. ಉತ್ತರಾರ್ಧವೂ 
ಹೀಗೆಯೇ . 

ಒಂದು ವೇಳೆ f'( c) = 0 = f "( c) ಆದರೆ , ಆಗ ಹೆಚ್ಚಿನ 
ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಜನ್ಯಗಳನ್ನೊಳಗೊಂಡ ಈ ಕೆಳಗಿನ ನಿಬಂಧನೆಗಳನ್ನು 
ಪ್ರಯೋಗಿಸಬಹುದು, 
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Q5X < b ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ, fc) ಎಂಬ ಒಂದು 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ, = c (@ < c < b) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
f '( c) = f "( c) = . . . = f2n -1( c) = 0, ಆದರೆ f2n ( c) 0 
ಆಗಿದ್ದು , f2n (x) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 

f2n ( c) < 0 ಆದರೆ , = c ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ವೂ , 
fr( c) > 

0 9 , ೨, ಕನಿಷ್ಠ ವೂ 
ಆಗುತ್ತದೆ. 

ಏಕೆಂದರೆ, ಆಗ ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯ ಪ್ರಕಾರ , 
fic + h) - fc) = F 20( c + Bh), 0 < o < 1 , 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಉಳಿದ ಸಾಧನೆ ಮೇಲಿನಂತೆ. . 

ಒಂದು ವೇಳೆ, f '( c) = F '(c) = . . . = f2n -2(c) = 0 , 
ಆದರೆ f2n -1( c) # 0 ಆಗಿದ್ದು , f2n -1( x) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
h ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಬದಲಾದರೆ fc + h ) - f( c) ನ ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಬದಲಾ 
ಗುತ್ತದೆಯೆಂದು ಮೇಲಿನಂತೆ ತೋರಿಸಬಹುದು; ಆದ್ದರಿಂದ ಆಗ = C 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠವೂ ಅಲ್ಲ, ಕನಿಷ್ಠವೂ ಅಲ್ಲ . 

ದy f ( x) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಜನ್ಯಗಳಿದ್ದರೆ, ಅದರ 
ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಅನ್ವೇಷಿಸಿ ( detect) ವಿವೇಚಿ 
ಸುವುದಕ್ಕೆ ( discriminate ) ಬಹುಮಟ್ಟಿಗೆ ಸೂಕ್ತವಾದ ವಿಧಾನ 
ವೆಂದರೆ , ಮೊದಲು f'( ) = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಬಿಡಿಸಬೇಕು 
( solve ). 2008 Junerley ( roots ) < = a , b , Y, . . . 
ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊಳ್ಳೋಣ, ಈ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಒಂದೊಂದಾಗಿ ತೆಗೆದು 
ಕೊಂಡು , ಆನುಕೂಲ್ಯಕ್ಕೆ ತಕ್ಕಂತೆ, ಮೇಲಿನ ಯಥಾ ಸಮೃದ್ದ ನಿಬಂಧನೆ 
ಗಳ ಪ್ರಕಾರ ಅವು ಗರಿಷ್ಠಗಳೇ , ಕನಿಷ್ಟಗಳೇ ಅಥವಾ ಈ ಎರಡೂ 
ಅಲ್ಲವೇ ಎಂಬುದನ್ನು ತೀರ್ಮಾನಿಸಬೇಕು. ಈಗ ಈ ವಿಧಾನವನ್ನು 
ಉದಹರಿಸೋಣ, 
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ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . f ( x ) = ೧ – 5x + 5cತಿ - 2 ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ 
ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

f ( c) = 5x ( x – 1 )( x – 3). 
- f"( x ) = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು x = 0 , 1 , 3. 

f "(x ) = 10x ( 2a3 – 6²+ 3 ), 
.. f "( 0) = 0 ; f "(1 ) = - 10 ; f "(3) = 90 . 
: = 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು ಗರಿಷ್ಠ ಮಲ್ಯವನ್ನೂ , X = 3 ಎಂಬ 
ಬೆಲೆಯು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವನ್ನೂ ಕೊಡುತ್ತವೆ. ಗರಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವು 
f( 1 ) = - 1 , ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವು f( 3) = - 34. ಗರಿಷ್ಠ 
ಬಿಂದುವು (1 , - 1 ) ; ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವು ( 3, - 34 ), ಈಗ = 0 
ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. f'( 0) = 0 = f"( 0) ; ಆದರೆ 
f ""( O) 40. .. = 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠವೂ ಅಲ್ಲ, 
ಕನಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ . 

ಈ ಫಲಿತಾಂಶಗಳನ್ನು ( 1 ), $ 10. 2 ರಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು . 
ಹೇಗೆಂದರೆ , f "( ) = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳಾದ 0 , 1 , 3 
ಗಳ ಪೈಕಿ, ಮೊದಲು ೫ = 1 ಎಂಬ ಮೂಲವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
€ ಎಂಬುದೊಂದು ಚಿಕ್ಕ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, ಆಗ f "( 1 - € ) > ) 
ಮತ್ತು F '(1 + } < 0 . [ ಇಲ್ಲಿ ೯ ಎಂಬ ಧನಸಂಖ್ಯೆಯು 1 + < 3 
ಮತ್ತು 1 - € > 0 ಆಗುವಷ್ಟು ಚಿಕ್ಕದಾಗಿರಬೇಕು ; ಎಂದರೆ, 1 + ೯ 
ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳು f '( ) = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದ ( = 1 ಅಲ್ಲದ) 
ಇತರ ಮೂಲಗಳನ್ನು ದಾಟಕೂಡದು.] : X ನ ಬೆಲೆಗಳು ೩ = 1 
ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ದಾಟದಂತೆ, f ' ( ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು 
+ ನಿಂದ - ಗೆ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ, . . = 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು f ( x ) ನ 
ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಿನ - ನಿರ್ದೆಶಕ, ಹೀಗೆಯೇ , ನ ಬೆಲೆಗಳು 
2: = 3 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ದಾಟಿದಾಗ, f'( ) ನ 
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ಚಿಹ್ನೆ ಯು - ನಿಂದ + ಗೆ ಬದಲಾಗುವುದರಿಂದ, X = 3 ಎ೦ಬ ಬೆಲೆಯು 
f( x) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಿನ X - ನಿರ್ದೆಶಕ , ಮತ್ತೆ 
f '( - €) > 0 ಮತ್ತು F ( €) > 0 ಆಗುವುದರಿಂದ, ನ ಬೆಲೆಗಳು 

= 0 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ದಾಟಿದಾಗ f"( x) ನ 
ಚಿಹ್ನೆ ಯು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. . . X = 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ವೂ 
ಅಲ್ಲ , ಕನಿಷ್ಠವೂ ಅಲ್ಲ. 

2. ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ, ಮತ್ತು ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
ಅವರೋಹಿಯಾಗಿದೆ ? 

f ( x) = 5²( s - 1 )( - ) . . . < ] ಅಥವಾ > 3 
ಆದಾಗ, f '( x ) > 0 ; ಮತ್ತು 1 < < 3 ಆದಾಗ f ( m ) < 0 . 
.: - 0 < < 1 ಮತ್ತು 3 < < m ಎಂಬ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ f( x ) 
ಆರೋಹಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ; 1 < < 3 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f (x ) ಅವ 
ರೋಹಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ, 

3. > 0 ಆದಾಗ, ( - 1) + 1 > 0 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 

fc) = ( x – 1) + 1 ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, f'( ) = sex 
. * > 0 ಆದಾಗ } ( 3) > 0. . > ) ಆದಾಗf( x) ಆರೋಹಿ. 
ಅಲ್ಲದೆ f0) = 0, > © ಆದಾಗ fa) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
0 ಇಂದ ಆರೋಹಿಸುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ," > 0 ಆದಾಗ, f( ) > 0 . 

4 . R ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಒಂದು ಗೋಳದಲ್ಲಿ ( sphere) ಅಂತರ್ಿ 
ಜಿತವಾದ (inscribed), ಗರಿಷ್ಠ ಘನವುಳ್ಳ ( maximum 
volume), ಋಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕುವಿನ ( right circular 
Cone) ಔನ್ನತ್ಯವು( height). 4R / 3 ಎಂದುತೋರಿಸಿ , 

ದತ್ತ ಗೋಳದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಯೊಜಿತವಾದ ಒಂದು ಋಜು ವರ್ತು 
ಳೀಯ ಶಂಕುವಿನ ಸೀಠದ ತ್ರಿಜ್ಯವು r ಎಂದೂ , ಔನ್ನತ್ಯವುh ಎಂದೂ 
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ಭಾವಿಸೋಣ. ಗೋಳದ ಕೇಂದ್ರದ ಮುಖಾಂತರ ಶಂಕುವಿನ ಪೀಠಕ್ಕೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಸಮತಲೀಯ ಛೇದನವನ್ನು ( plane section ) 
ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ( ಆಕೃತಿ 10 - 3), ಗೋಳದ ಕೇಂದ್ರವು , ಮತ್ತು 
ಶಂಕುವಿನ ಪೀಠದ ಕೇ೦ದ ವು C ಆದರೆ , OC = ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊ 
ದ್ರೋಣ, ಆಗ h = AC = R + X. 
ಅಲ್ಲದೆ OCD ತ್ರಿಕೋನದಿಂದ, 

_ ² - R2 - x² 
• ಶಂಕುವಿನ ಘನವು ಆದರೆ, ಆಗ 
V = { mv2h , ಇಲ್ಲಿ 1 ಮತ್ತು h ಎಂಬ 
ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳಿಗೆ ಪರಸ್ಪರ ಸಂಬಂಧವಿರುವು 
ದರಿಂದ ಲ ಎಂಬ ಘನವನ್ನು ಎಂಬ 
ಏಕಮಾತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ 

Gಕೃತಿ 10 3 
ಯನ್ನಾಗಿ ವ್ಯಕ್ತಪಡಿಸಬಹುದು. ಆಗ 

1 = } ( R2 - ²)( R + ) 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಈಗ ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗೆ ಗರಿಷ್ಠ ವೆಂಬುದನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯೋಣ, du / ax = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವು ( 3X - R ) 
. ( x + R ) = 0 ಆಗುತ್ತದೆ. .: X = R / 3 ಅಥವಾ = - R . 
ಆದರೆ, X = - R ಆದಾಗ, h = 0 ಆಗುವುದರಿಂದ ಶಂಕುವು ಶೂನ್ಯವಾ 
ಗುತ್ತದೆ, X = R / 3 ಆದಾಗ do/ dx < 0 ಆಗುವುದರಿಂದ, ಆಗ ನ 
ಬೆಲೆ ಗರಿಷ್ಠ ವಾಗುತ್ತದೆ. ೩ = R / 3 ಆದಾಗ, h = 4R / 3 . 


- 10 - 3 ಮುಖಸ್ಥಲಗಳ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳು 
(maxima and minima of surfaces .) 

ಒ೦ದು x - Y ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ = f ( x, 9 ) ಎಂಬ ಮುಖಸ್ಥಲ 
ವೊಂದು ದತ್ತವಾಗಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ದತ್ತ ಅವಧಿಯ ( d , 6 ) 
ಎಂಬ ಒ೦ದು ಆ೦ತರಿಕ ( interior) ಬಿಂದುವಿನ ಸರಿಸಾವಿರಾಸ್ತ್ರದಲ್ಲಿ 
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04 | h | < 1 ಮತ್ತು 0 < | k | < n , ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ ( a + h , 
6 + k) – f ( d , b ) O ಆಗುವಂತೆ 11 ಮತ್ತು 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿ 
ದ್ದರೆ, ಆಗf (d , 6) ಎಂಬ ಮೂಲ್ಯನು F ( ೩ , ೪ ) ನ ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ 
ಮೂಲ್ಯವೆಂದೂ , [ 0 , 6 , f (d , 6 )] ಬಿಂದುವು f ( , 9 ) ನ ಒಂದು 
ಗರಿಷ್ಠ ಬಿ ೦ ದು ನೆ೦ ದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ ; ಆ ಬದಲು, 
04 | h | < , ಮತ್ತು 0 < k < ” ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ ( a + h , 
6 + ) - f ( d , 6) > 0 ಆಗುವಂತೆ 1 ಮತ್ತು 1 ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಗಳಿ 
ದ್ದರೆ, ಆಗ f ( d , b ) ಎಂಬ ಮೂಲ್ಯವು f ( ) 9) ನ ಒಂದು ಕನಿಷ್ಠ 
ಮೂಲ್ಯವೆಂದೂ , [ a , b, f (d , 6) ಬಿಂದುವು f ( , 9 ) ನ ಒಂದು 
ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವೆಂದೂ ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತವೆ. [d , b> f ( a,b )] ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಪ್ರಸ್ವವಾಗಿ (a, b) ಎಂಬ ಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯಬಹುದು. 


( 24 ) 


ಆ ಕೃತಿ 10- 4 


ಆ ಕೃತಿ 10 - 5 


( , 6) ಎಂಬ ಪರಾಕಾಷ್ಠ ( ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ) ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ f ( x, 9) ಗೆ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಅವಶ್ಯಕವಾಗಿ 
Jf (d , 6 ) = 0 ಮತ್ತು F (d , 6) = 0 ಆಗಬೇಕು. ಏಕೆಂದರೆ, ಆಗ 
f ( , 6) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ X = 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ 
ಆಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ ; ಮತ್ತು f (d , ೪) ಎಂಬ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಗೆ Y = 6 ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗು 
ತದೆ, ಆದರೆ ವಿಲೋಮವಾಗಿ, (conversely ) (d , 6) = 0, 
ಮತ್ತು f ( d , 6 ) = 0 ಆದಾಗ, ( d , 6) ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ 
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ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗಲೇಬೇಕಾದ್ದಿಲ್ಲ. ಉದಾಹರಣೆಗೆ, f ( x , 9) = AY 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ( 0, 0) = 0 = j ( 0, 0) ; ಆದರೆ ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಾಗಲಿ ಅಲ್ಲ . 

ಯಥಾಸನ್ನದ್ದ ನಿಬಂಧನೆಗಳು ( suicient condi 
tions) 

_ Jka, 6) = 0, Fa, 6) = 0 , ಮತ್ತು Fa, b) = R , 
Jay(a , b) = S , f (a , b) = T ಎಂದೂ , ಮತ್ತು ಈ ಪಾಕ್ಷಿಕಜನ್ಯ 
ಗಳೆಲ್ಲವೂ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುವೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ ... 

(i) S2 - RT < O DE ), R < 0 eodo, fia ,b ) 
ಮೂಲ್ಯವು ಗರಿಷ್ಠ ; 

( ii) S? - RT < 0 ಮತ್ತು R > 0 ಆದರೆ, f ( d, 6) 
ಮೂಲ್ಯವು ಕನಿಷ್ಠ ; 

(iii ) S - RT > 0 ಆದರೆ , $ (a , b) ಗರಿಷ್ಠ ವಾಗಲಿ ಕನಿಷ್ಠ 
ವಾಗಲಿ ಅಲ್ಲ . 

ಸಾಧನೆ : ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ದಿಯಿಂದ ($ 5-6), 
f (a + h, 6 + k) = f (a, b) + h (d, fb ) + kfa, 6) 

+ [hf , n) + 2hk jay(೯, ೨) + kfru (s, n) ], 

ಸಂಗತ = adh , 1 = 6 + @k , 0 < d < 1. 
. f(a + h, b + k) – f (d, 6) 

= [hi (೯, ೧) + 2hkjay( , ೧) + À² fyy (೯, )] 
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- ಇಲ್ಲಿ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ( Continuity) 
ದೆಸೆಯಿಂದ, ಬಲಗಡೆಯ ವ್ಯಕ್ತಕದ (expression ) ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಮತ್ತು 

E = Rh² + 2Shk: + T :2 
ಎಂಬ ವ್ಯಕ್ತಕದ ಚಿಹ್ನೆಯೂ , ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಂತೆ (d , b) ಬಿಂದುವಿನ 
ಒಂದು ಸಾವಿರಾಶ್ಯವಿರುತ್ತದೆ. ಅಂಥ ಒಂದು ಸಾವಿರಾಜ್ಯವನ್ನು ತೆಗೆದು 
ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಈಗ E ಎಂಬ ವರ್ಗ ವ್ಯಕ್ತಕದ (quadratic 
expression ) ವಿವೇಚಕವು ( discriminant) S - RT . 
ಆದ್ದರಿಂದ ನಿಬಂಧನೆ (i) ರಲ್ಲಿ E < 0 ; ನಿಬಂಧನೆ ( ii ) ರಲ್ಲಿ E > 0 ; 
ಆದರೆ ನಿಬಂಧನೆ ( iii ) ರಲ್ಲಿ E ಗೆ ಸ್ಥಿರ ಚಿಹ್ನೆ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : (1) S2 - RT < 0 ಆದಾಗ, R # 0. 
( 2 ) S² – RT = 0 ಆದಾಗ, ಮೇಲೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 
ಗರಿಷ್ಠ ಕನಿಷ್ಠ ಗಳ ವಿಚಾರವಾಗಿ ಯಾವ ತೀರ್ಮಾನವೂ ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲ ; 
ವಿಚಾರವನ್ನು ಮುಂದುವರಿಸಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ, 


ಉದಾಹರಣೆ 
( x , 9) = x + 3xy² – 15x2 - 15y² + 72 
ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

f = 3x + 3y² – 30 + 72 ; js = 6y( 5) 
J = 0 ಮತ್ತು F = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ (solve), 

(4, 0), (6 , 0), (5, 1), ಮತ್ತು (5, - 1) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಈಗ. 

fx = 6( - 5); fjs = by ; fjs = 6( - 5). 
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( 4 , 0 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ R = T - - 6 , ಮತ್ತು S = 0 . 
- S - RT < 0, ಮತ್ತು R < 0, .' ಈ ಬಿಂದುವು ಗರಿಷ್ಠ 
ಅಲ್ಲದೆ ಗರಿಷ ಮೂಲ = ( 4 , 0) = 112, 
- ಮತ್ತೆ ( 6 , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ R = T = 6, ಮತ್ತು 
S = 0 . . . S2 – RT < 0 , ಮತ್ತು R > 0 , . . ಈ ಬಿಂದುವು 
ಕನಿಷ್ಠ . ಅಲ್ಲದೆ , ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯ= ( 6 , 0) = 108, 

ಮತ್ತೆ (5 , + 1) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ S - RT > 0 . 
ಅವು ಗರಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ, ಕನಿಷ್ಠ ವೂ ಅಲ್ಲ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 10 
1 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ 
ಮೂಲ್ಯಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 

i) 3 – 9x² + 15 + - 3 : 
ii ) ಇತಿ – 3 – 9c + 10 ; 
iii ) 2 + 21³ – 360x - 4888 ; 
iv ) 4³ + 9c³ - 12 - 25 ; 
v ) ( - 1 )( x – 2)( - 3) ; 
vi) / 1 + ) ; 
vii) ( 2 – 7x + 6)/( x – 10) ; 
viii ) [( x + 1 ( x + 4 )]/ [ ( - 1 ) ( x – 4 )] ; 
ix ) ಸೈನ್ • ಕಾಸ್x ; 
X ) ಕಾಸ್nಸೈನ್ ; 
xi ) e * ಕಾಸ್ಸಿ ; 
xii ) ( ಲಾಗ್ )/ , 
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3 


. 


- 2 , 2 – 3x – 12x - 4 ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು X ನ 
ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ, ಮತ್ತು ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
ಅವರೋಹಿಯಾಗಿದೆ ? ಅದರ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳಾವುವು? 

3 . > 0 ಆದರೆ, 
1) > ಸೈನ್ಸ್ ; ii ) ಕಾಸ್x > 1 - 3²; 
iii) ಸೈನ್ ಖ > - : iv ) 1 - + ಕಾಸ್x. 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

4. ( 0, " ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ (ಸೈನ್x)/x ಅವರೋಹಿ 
ಯೆಂದೂ , ( ಟ್ಯಾನ್x)/ c ಆರೋಹಿಯೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 

5 . 2 ನ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 1 + C * * ಎಂದೂ , 0 < < i 
ಆದಾಗ < 1 /01 - x ) ಎಂದೂ ತೂರಿಸಿ . 
6 . > 0 ಆದರೆ , 

- ೫ - 12 ಲಾಗ್x = ( x – 1 ) / X 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 
- 7 . ಒಂದು ದತ್ತ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಯೊಜಿಸಬಹುದಾದ 
(inscribe ) ಆಯಗಳ ( rectangles ) ಪೈಕಿ , ಗರಿಷ್ಠ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ವುಳ್ಳ ಆಯವು ಒಂದು ಚದುರವೆಂದು (square) ತೋರಿಸಿ. 

8, + = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಸ್ತಿಯಲ್ಲಿ ( ellipse ) ಅಂತ 
ರ್ಯೋಜಿಸಲ್ಪಟ್ಟ ಗರಿಷ್ಠ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಆಯವು, ವಿಸ್ತೀರ್ಣದಲ್ಲಿ, ಬಹಿ 
ರ್ಯೋಜಿತ ( escribed ) ಆಯದ ಅರ್ಧದಷ್ಟಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ . 

9 . ದತ್ತ ಪೀಠಬಾಹುವಿನ ಮೇಲೆ ( base) ದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣ 
ವಿರುವಂತೆ ರಚಿಸಬಹುದಾದ ತ್ರಿಭುಜಗಳ ಪೈಕಿ ಕನಿಷ್ಠ ಸುತ್ತಳತೆ 


_ x2 


² 
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ಯುಳ್ಳ (perimeter) ತ್ರಿಭುಜವು ಸಮದ್ದಿ ಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ . 

10 . ದತ್ತ ಸುತ್ತಳತೆಯುಳ್ಳ ಒ೦ದು ಕಿಟಕಿಯನ್ನು , ಒಂದು 
ಆಯ ಮತ್ತು ಆ ಆಯದ ಮೇಲುಗಡೆಯ ಬಾಹುವಿಗೆ ಸಮವಾಗಿ ಪ್ರತಿ 
ಷಿತವಾಗಿರುವ ಅರ್ಧ ವರ್ತುಳದ ಆಕೃತಿಯಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ವಿಸ್ತೀರ್ಣವಿರು 
ವಂತೆ ರಚಿಸಬೇಕಾದರೆ, ಆಯದ ಔನ್ನತ್ಯವನ್ನು ವರ್ತುಳದ ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ 
ಸಮಗೊಳಿಸಬೇಕೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 

11 . ದತ್ತ ಉದ್ದವುಳ್ಳ ಒಂದು ತಂತಿಯನ್ನು ಎರಡು ಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ಕತ್ತರಿಸಿ, ಒಂದು ಭಾಗವನ್ನು ಚದುರಾಕಾರವಾಗಿಯೂ , ಇನ್ನೊಂದನ್ನು 
ವರ್ತುಳಾಕಾರವಾಗಿ ಬಗ್ಗಿಸಿದೆ. ಈ ಆಕಾರಗಳ ವಿಸ್ತೀರ್ಣಗಳ 
ಮೊತ್ತವು ಕನಿಷ್ಠ ವಾದಾಗ, ಚದುರದ ಬಾಹುವು ವರ್ತುಳದ ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ 
( diameter ) ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , 

12 , ಒಂದು ಘನ ( cube) ಮತ್ತು ಒಂದು ಗೋಳದ 
(sphere) ಮುಖಸ್ಥಲಗಳ (Surfaces ) ಮೊತ್ಯವು ಒಂದು ದತ್ತ 
ಸ್ಥಿರಿಯಾದಾಗ ಅವುಗಳ ಘನಗಳ ( volumes ) ಮೊತ್ತವು ಕನಿಷ್ಠ ವಾಗ 
ಬೇಕಾದರೆ , ಘನದ ಅ೦ಚು ಗೋಳದ ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ( diameter ) 
ಸಮವಾಗಿರಬೇಕೆಂದು ತೋರಿಸಿ , 

- 13, 28 " x 6 " ಅಳತೆಯುಳ್ಳ ಒಂದು ಆಯಾಕಾರದ ತಗಡಿನ 
ಮೂಲೆಗಳಿಂದ ಸಮವಾದ ಚದುರಗಳನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ, ಉಳಿದ ಆಕೃತಿ 
ಯಲ್ಲಿ ಬಹಿರ್ಗಮಿಸಿಕೊಂಡಿರುವ ಭಾಗಗಳನ್ನು ಲಂಬಕ್ಕೆ ಮಡಿಸಿ , 
ಮುಚ್ಚಳವಿಲ್ಲದ ಒಂದು ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು ತಯಾರಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ, ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯ 
ಘನವು ( volume) ಗರಿಷ್ಠ ವಾಗಬೇಕಾದರೆ , ತಗಡಿನ ಮೂಲೆಗಳಿಂದ 
ವಿಸರ್ಜಿಸಬೇಕಾದ ಚದುರಗಳ ಬಾಹುವೆಷ್ಟು ? ಆ ಪೆಟ್ರ ಗೆಯ ಅಂಚುಗಳ 
ಪ್ರಮಾಣಗಳೆಷ್ಟು ? ಗರಿಷ್ಠ ಘನವೆಷ್ಟು ? 

14 . ಚದುರಾಕಾರದ ತಳವಿರುವ, ಆದರೆ ಮುಚ್ಚಳವಿಲ್ಲದ, 
ಒಂದು ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯನ್ನು , ದತ್ಯ ಘನ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮುಖಸ್ಥಲವಿರುವಂತೆ 
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ರಚಿಸಬೇಕಾದರೆ , ಪೆಟ್ಟಿಗೆಯ ಎತ್ತರವನ್ನು ತಳದ ಬಾಹುವಿನ ಅರ್ಧದಷ್ಟು 
ಇರಿಸಬೇಕೆಂದುತೋರಿಸಿ . 

15. ದ ವಿಸ್ತೀರ್ಣದ ಮುಖಸ್ಥಲ( ಅ೦ತಿಮ ವರ್ತುಳಗಳನ್ನೂ 
ಸೇರಿಸಿಕೊಂಡು) ಮತ್ತು ಗರಿಷ್ಠ ಘನವುಳ್ಳ ಖಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಕಾಂಡದ 
( right Circular cylinder ) ಔನತ್ಯವು ಪೀಠ ವರ್ತುಳದ 
ವ್ಯಾಸಕ್ಕೆ ಸಮವೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

16. R ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಒಂದು ಗೋಳದಲ್ಲಿ ಒಂದು ಋಜು ವರ್ತು 
ಳೀಯ ಕಾಂಡವನ್ನು ಅಂತರ್ಯೊಜಿಸಿದೆ (inscribed). 

(i) ಕಾಂಡದ ಘನವು ಗರಿಷ್ಠ ವಾದಾಗ ಅದರ ಎತ್ತರವೆಷ್ಟು ? 

( ii ) ಅದರ ಪ್ರವಣ ಮುಖಸ್ಥಲವು ( curved surface ) 
ಗರಿಷ್ಠ ವಾದಾಗ ಅದರ ಎತ್ತರವೆಷ್ಟು ? 

17 . R ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಒ೦ದು ಗೋಳದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಯೊಜಿಸಲ್ಪಟ್ಟ 
ಖಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕುವಿನ ಪ್ರವಣ ಮುಖಸ್ಥಲವು ಗರಿಷ್ಠ ವಾದಾಗ , 
ಶಂಕುವಿನ ಶೃಂಗಾರ್ಧ ಕೋನವೆಷ್ಟು ((Semi- vertical angle) ? 
ಔನ್ನತ್ಯವೆಷ್ಟು ? ಆಗ ಶಂಕುವಿನ ಘನವೂ ಗರಿಷ್ಠವೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

18. R ತ್ರಿಜ್ಯವುಳ್ಳ ಒಂದು ಗೋಳಕ್ಕೆ ಒಂದು ಋಜು ವರ್ತು 
ಳೀಯ ಶಂಕುವನ್ನು ಬಹಿರ್ಯೊಜಿಸಿದೆ. ಆ ಶಂಕುವಿನ ಘನವು ಕನಿಷ್ಠ 
ವಾದಾಗ ಅದರ ಶೃಂಗಾರ್ಧಕೋನವು ಸೈನ್ (3) ಎಂದೂ , ಔನ್ನತ್ಯವು 
4R ಎಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 

19, ಔನ್ನತ್ಯ ಮತ್ತು ಶೃಂಗಾರ್ಧಕೋನ8 ಉಳ್ಳ ಒಂದು 
ಋಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಋಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಕಾಂಡ 
ವನ್ನು ಅಂತರ್ಯೊಜಿಸಿದೆ. ಕಾಂಡದ ಘನದ ಗರಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವು 

+ nh ಬ್ಯಾನ್ *8 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 
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- 1 1 
20 , 2 = ೫Y + + ಎಂಬ ಮುಖಸ್ಥಲದ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವು 
(1, 1, 3) ಎಂದುತೋರಿಸಿ , 

- 21 as + by + 2 = ? ಆದರೆ, x² + Y² + 2² ನ ಕನಿಷ್ಠ 
ಮೂಲ್ಯವು 9°/ a² + 6 + c೭) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 
- 22. ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳನ್ನು ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ 
ಗಳಿಗೆ ಪರೀಕ್ಷಿಸಿ : 

(i) ೩೨ – 3 – 4y³ + 1 ; 
( ii ) **y(೩ + 2Y - 4). 


ಅಧ್ಯಾಯ XI 
ನಿನ್ನತೆ, ಪೀನತೆ ಮತ್ತು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುಗಳು 
( concavity , convexity and points of 

inflexion ) 
11 .1 . x - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ. ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯಿಂದ 
ಊರ್ಧ್ವ ಅಥವಾ ಅಧೋ ನಿನ್ನತೆ ( concavity upward 
or downward from the tangent w . rit. the 
x - axis) . 

ಒಂದು ದy X - ಅಂತರದಲ್ಲಿ fu) ಎಂಬುದೊಂದು ಏಕಮೌಲಿ, 
ಸಜನ್ಯ ( differentiable) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯೆಂದೂ , X = C ಎಂಬು 
ದೊಂದು ಆ೦ತರಿಕ (interior) ಬಿಂದುವೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ 
೫ = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಉಭಯ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ 

04 | h | 4 n ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ 1( c + h) - (c) - hj '( c) > 0 
ಆಗುವಂತೆ ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿದ್ದರೆ, fx) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು 
2: = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ X - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಯಿಂದ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನು ಅಥವಾ ಅಧಃಪೀನವಾಗಿದೆ (Concave 
upwards or convex downwards ) nowo opposedto 
ತದೆ ; ಆ ಬದಲು , 
- 04 | h | < ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ Fc + h ) - fc) - hj '( c) < 0 
ಆಗುವಂತೆ " ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿದ್ದರೆ , ಆಗ }(x ) ಎಂಬ ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯು ೫ = C ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 1 – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಿಂದ ಅಧೋನಿನ್ನು ಅಥವಾ ಊರ್ಧ್ವಹೀನವಾಗಿದೆ, 
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( concave downwards or convex upwards) wodo 
ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. 

X ನ ಬೆಲೆಗಳು x = c ಎಂಬ ಒಂದು ಆಂತರಿಕ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮುಖಾಂತರ ಒಂದು ಕಡೆಯಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ಕಡೆಗೆ ಸಾಗಿದಂತೆ 
f ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನ ತೆಯಿಂದ ಅಧೋನಿನ್ನ ತೆಗಾಗಲಿ 
ಅಥವಾ ಅಧೋನಿನ್ನತೆಯಿಂದ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನು ತೆಗಾಗಲಿ ಬದಲಾದರೆ 
ಆಗ [ c fc)] ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ( ) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು 
(point of innexion) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

ಈಗ ಈ ನಿರೂಪಣೆಗಳ ರೇಖಾರ್ಥವನ್ನು ( geometrical 
meaning ) ಗಮನಿಸೋಣ. ಮೊದಲು , ಒಂದು ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ಒಂದು 

ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಎಳೆಯಲ್ಪ 
ಟ್ಟಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಆ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಆ ಸಮ 
ತಲವನ್ನು ಎರಡು ಭಾಗಗಳಾಗಿ 
ವಿಭಾಗಿಸುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ. ಈ 
ಭಾಗಗಳ ಪೈಕಿ, ದತ್ತ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಗೌರ ವಿ ಸಿ , 
ಮೇಲ್ಬಾಗವಾವುದು ಕೆಳಭಾಗ 
ವಾವುದು ಎಂಬುದನ್ನು ವಿವೇಚಿ 
Balea (discriminate ). 

ದತ್ತ ಸರಳ ರೇಖೆಯು AB 
ಎಂದೂ , ಅದು ೫ - ಅಕಕ್ಕೆ ಲಂಬವಾಗಿಲ್ಲವೆಂದೂ ಭಾವಿಸೋಣ 
( ಆಕೃತಿ 11 -1 ), ಸಮತಲದಲ್ಲಿ AB ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಪಾರ್ಶ್ವ 
ದಲ್ಲಿ P ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. P ಬಿಂದುವಿ 
ನಿಂದ X - ಅಕಕ್ಕೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ PM ಎಂಬ ಲಂಬವು AB ಸರಳರೇಖೆ 
ಯನ್ನು T ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ. ಆಗ MP — MT > 0 ಆದರೆ , 


M 
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ಆಗ P ಬಿಂದುವು ಇರುವ ಸಮತಲದ ಭಾಗವು AB ಸರಳ ರೇಖೆಗೆ 
ಮೇಲುಭಾಗವೆಂದೂ , ಆ ಬದಲು MP — MT < 0 ಆದರೆ , ಆಗ 
P ಬಿಂದುವು ಇರುವ ಸಮತಲದ ಭಾಗವು AB ಸರಳ ರೇಖೆಗೆ ಕೆಳಭಾಗ 
ವೆಂದೂ ಹೇಳಲಾಗುತ್ತದೆ. ಆಕೃತಿ 11 - 1 ರಲ್ಲಿ P , P ಎಂಬ ಬಿಂದು 
ಗಳು AB ಸರಳ ರೇಖೆಗೆ ಮೇಲುಭಾಗದಲ್ಲ , Q , Q ಎಂಬ ಬಿಂದು 
ಗಳು ಕೆಳಭಾಗದಲ್ಲೂ ಇವೆ. ( AB ಸರಳ ರೇಖೆಯು ೫ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಪಕ್ಷದಲ್ಲಿ, ಅದರ ಎಡ ಮತ್ತು ಬಲಭಾಗಗಳನ್ನು ಸುಲಭ 
ವಾಗಿ ನಿರ್ದೆಶಿಸಬಹುದು.) ಈಗ ಆಕೃತಿ 11 - 2 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ 
ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ P [ c,fc) ] ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. h ಎಂಬು 
ದೊಂದು ಚಿಕ್ಕ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, ಆಗ 

f(c + h) - fc) - hy '(c) = TU. 
ಇಲ್ಲಿ h ಗೆ ಬದಲು - h ಹಾಕಿದರೆ, TU ಗೆ ಬದಲು T U' ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ. 0 < | h | 41 ಆಗುವಂಥ ಎಲ್ಲ h ಗಳಿಗೂ , ತದನು 


M 


ಕೃತಿ - 2 
ಗುಣವಾದ ಕ್ಷTU ಮತ್ತು T ' U' ಗಳು ಧನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
( c – , c + 1) ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f( x) ರೇಖೆಯು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಮೇಲುಗಡೆ ಇರುತ್ತದೆ ಎಂದರೆ ಊರ್ಧ್ವ 
ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆ ಬದಲು, ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಚಿಕ್ಕ 
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ಉಭಯ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ f( x ) ರೇಖೆಯು, ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯ 
ಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಕೆಳಭಾಗದಲ್ಲಿದ್ದರೆ, ಆಗ f( x) 
ರೇಖೆಯು ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆಕೃತಿ 11 - 2 
ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ ರೇಖೆಯು P, P, ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನುವಾ 
ಗಿಯೂ , Q , Q ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿಯೂ ಇದೆ. 
ಮತ್ತೆ [ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಒಂದು ಕಡೆಗೆ ( ಎಡಗಡೆಗೆ) ರೇಖೆಯು 
ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನ ವಾಗಿಯೂ ಇನ್ನೊಂದು ಕಡೆಗೆ ( ಬಲಗಡೆಗೆ) ಅಧೋ 
ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿಯೂ ಇರುವುದರಿಂದ, [ ಎಂಬ ಬಿಂದುವು f ( ) ರೇಖೆಯ 
ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು . ಹೀಗೆಯೇ 1 , I, ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳೂ 
ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುಗಳು, 
ಈ ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯ ನಿಮ್ಮ ತಾ ಸ್ವಭಾವವು ಬದಲಾ 
ಗುವುದರಿಂದ, ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ಒಂದು ಕಡೆ 
ಯಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ಕಡೆಗೆ ದಾಟುತ್ತದೆ (Crosses ) ಎಂಬ ಅಂಶವು 
ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. 

11 : 2. ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು (tests ), 

_ 4 = = b ಎಂಬ ಒಂದು ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f(x ) ಎಂಬ ಒಂದು ಅನು 
ಸ್ಥಾಪನೆಯು ದತ್ತವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ , j '( ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ 
ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ x = c ( @ < c < b ) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, 
i) f '( c) > 0 ಆದರೆ, fjs) ಊರ್ಧ್ವ ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ ; 
ii) f "( c) < 0 ಆದರೆ, f( x) ಅಧೋ ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ ; 
iii ) f " ( c) = 0 ಆಗಿ , X ನ ಬೆಲೆಗಳು c ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ದಾಟಿ 

ದಂತೆ f "( x ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಬದಲಾದರೆ , ಆಗ = c ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು f( ) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಅಥವಾ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ F "( ) ಇದ್ದು , f "( c) = 0 , 
f "( c) = 0 ಆದರೆ , ಆಗಲೂ ೫ = C ಬಿಂದುವು f( ) ನ 
ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. 
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- ಸಾಧನೆ : ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದ, 
fic + h) - f(c) - hf'(c) = "(c + 01 ), 0 < o < l ....( A) 
ಈಗ f "( x ) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವೆಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, f '( c) = 0 
ಆದಾಗ, f "( x) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು f "( c) ಯ ಚಿಹ್ನೆಯೇ ಆಗಿರುವಂತೆ 
( c – 1, c + 1) ಎಂಬ ಒಂದು ಸಾಮಾನ್ಯವಿರುತ್ತದೆ. ಆ ಸಾವಿರಾಜ್ಯ 
ದಲ್ಲಿ f "( c + @ h ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು f '( c) ಯ ಚಿಹ್ನೆ ಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ, 
ಈ ಚಿಹ್ನೆಯು ಧನ ಅಥವಾ ಋಣ ಬಿಹ್ನೆಯಾಗಿದ್ದಂತೆ, ( A ) ಯ ಎಡ 
ಭಾಗವು ಧನ ಅಥವಾ ಖಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. . ನಿನ್ನ ತೆಯ ನಿರೂಪಣೆಯ 
ಪ್ರಕಾರ ಮೇಲಿನ (i) ಮತ್ತು (ii ) ನೆಯ ನಿರ್ಣಯಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

ಮತ್ತೆ , ೫ ನ ಬೆಲೆಗಳು c ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ದಾಟಿದಂತೆ 
F ' ( ) ನ ಚಿಹ್ನೆ ಯು ಬದಲಾದರೆ , ಆಗ f "( c + Bh) ನ ಚಿಹ್ನೆಯ 
ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ. ತದನುಸಾರವಾಗಿ ( A ) ಯ ಎಡಭಾಗದ ವ್ಯಕ್ತಕದ 
( expression ) ಚಿಹ್ನೆಯೂ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ. ². x = c ಬಿಂದುವು 
f( x ) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. 

- ಮತ್ತೆ , f '( c) = 0 ಆಗಿ, f ( x) ಇದ್ದರೆ, ಆಗ ಟೇಲರ್ 
ಸಂಸಿದ್ದಿ ಯಿಂದ | 
f(c + h) - f(c) - hy '(c) = 3Fc + Bh ), 0 < < l....(B ) 
ಈಗ f '( ) ನ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯ ದೆಸೆಯಿಂದ, f (c) = 0 ಆದಾಗ, 
f11 (3 ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು fl ( c) ಯ ಚಿಹ್ನೆ ಯೇ ಆಗಿರುವಂತೆ 
( c – 1 c + 1) ಎಂಬ ಒಂದು ಸಾವಿರಾಶ್ಯವಿರುತ್ತದೆ. ಆ ಸಾವಿರಾ 
ದಲ್ಲಿ f11 ( c + Bh ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು f11 ( c) ಯ ಚಿಹ್ನೆ ಯೇ ಆಗಿ ಸ್ಥಿರವಾ 
ಗಿರುತ್ತದೆ, ಆದರೆ ತಿನ ಚಿಹ್ನೆಯು hನ ಚಿಹ್ನೆ ಯೊಂದಿಗೆ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ. 
:: ಸವಿಾಕರಣ ( B ) ಇಂದ, [.f( c + h ) - f( c) - h $ ( c)] ಯ 
ಚಿಹ್ನೆಯು h ನ ಚಿಹ್ನೆ ಯೊಂದಿಗೆ ಬದಲಾಗುತ್ತದೆ. . = C 
ಬಿಂದುವು f( ) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ, 
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ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ| 
f "( c) = f ( c) = .... = f 2n -1( c) = 0 , ಆದರೆ f 21 ( c) = 0 ಆಗಿ , 
f2ns) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ x = c ಎಂಬ ಆಂತರಿಕ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, 
i) f21(c) > 0 ಆದರೆ , f ( ) J ರ್ಧ್ವ ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ; 
ii ) f2n ( c) < 0 , , ಅಧೋ ೨) 
iii ) f2n ( c) = 0 ಆಗಿ , 2 ನ ಬೆಲೆಗಳು c ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ದಾಟಿ 

ದಂತೆ f2n ( x) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಬದಲಾದರೆ , ಆಗ x = c ಬಿಂದುವು 
f( x) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. ಅಥವಾ, 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ f2n +1(x) ಇದ್ದು , 
f "( c) = f 111 (c) = ....= f2n ( c) = 0 ಮತ್ತು 
f 20 +1( c) # 0 ಆದರೆ, ಆಗಲೂ ಋ = c ಬಿಂದುವು f( ) ನ 

ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಈ ನಿರ್ಣಯಗಳ ಸಾಧನೆ ಮೇಲಿನಂತೆ. 

f "( c ) > 0 ಆದಾಗ ( c - 0² c + 1) ಎಂಬ ಒಂದು ಚಿಕ್ಕ 
ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ f '( ೫ ) > 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, ಆ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ 
f'( ) ಆರೋಹಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಊರ್ಧ್ವ ನಿನ್ನ ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಸಾವಿರಾಜ್ಯದಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ತಿರುಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ , ದತ 
ರೇಖೆಯು ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನ 
ಸಾವಿರಾದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ತಿರುಗುತ್ತದೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 . fix) = ( x² - 2x - 36 ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿವಲನ 
ಬಿಂದುಗಳಾವುವು ? ಈ ರೇಖೆಯು 3 ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
ನಿನ್ನವಾಗಿದೆ ? ( iii ) ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿದೆ ? 
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- f "( x) = 12(x + 2) - 3) f "( m) = 0 ಆದಾಗ, = - 2, 
3 . ಈಗ, € ಎಂಬುದೊಂದು ಚಿಕ್ಕ ಧನ ಸಂಖ್ಯೆಯಾದರೆ, 
f "( - 2 - € ) > 0 , f " - 2 + € ) < 0. . . C = - 2 ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು fjs) ನ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು ಅಥವಾ f11 - 2 ) # 0 ; 
.: X = - 2 ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು, ಹೀಗೆಯೇ 
C = 3 ಎಂಬ ಬಿಂದುವೂ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು, ಮತ್ತೆ 
- a < < - 2 ಆದಾಗಲೂ , x > 3 ಆದಾಗಲೂ f "( x) > 0 ಆಗು 
ವುದರಿಂದ, ಈ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ja) ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- 2 < < 3 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ f "( x) < 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ , f( x ) 
ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ, 
- 2, ² + ² = 4² ಎಂಬ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ - ಅಕಕ್ಕೆ ಮೇಲು 
ಗಡೆ ಇರುವ ಅರ್ಧ ವರ್ತುಳವು ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿಯೂ ಕೆಳಗಡೆ ಇರುವ 
ಅರ್ಧ ವರ್ತುಳವು ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನ ವಾಗಿಯೂ ಇವೆ. ಆದರೆ ( , 0) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಲ್ಲ, ಏಕೆಂದರೆ ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು ವರ್ತುಳವನ್ನು ದಾಟುವುದಿಲ್ಲ ( does not cross ). 
ಅಥವಾ ಇಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯು Y – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವುದ 
ರಿಂದ ೪ ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ 
. ೨ ನ ಬೆಲೆಗಳು ( a, 0) 
ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಒಂದು ಕಡೆಯಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು ಕಡೆಗೆ ಸಾಗಿ 
ದಂತೆ, ರೇಖೆಯ ನಿನ್ನ ತಾ ಸ್ವಭಾವವು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ ; ರೇಖೆಯು 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಒಂದು ಕಡೆಗೆ ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ 
( - a , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವೂ ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಲ್ಲ. 

_ 11. 3, ಆರೂಢದ ಪಾದವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ರೇಖೆಯ 
ನಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು ಪೀನತೆ ( concavity and convexity 
w . r .t . the foot of the ordinate ) . 

ಆಕೃತಿ 11 - 2 ರಲ್ಲಿ P ಮತ್ತು R ಬಿಂದುಗಳೆರಡರಲ್ಲ fu) 
ರೇಖೆಯು ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನವಾಗಿದೆಯಷ್ಟೆ . ಆದರೆ , ² ಬಿಂದುವನ್ನು 


17]. 
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ಅದರ ಅರೂಢದ ( ಭುಜದ) ಪಾದವಾದ M ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೀಕ್ಷಿಸಿದಾಗ 
ರೇಖೆಯು ವೀಕ್ಷಕನ ಕಡೆಗೆ ಸೀನವಾಗಿ ಕಾಣಿಸುತ್ತದೆ; ಮತ್ತೆ , 
ಬಿಂದುವನ್ನು M , ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವೀಕ್ಷಿಸಿದಾಗ ರೇಖೆಯು ವೀಕ್ಷಕನ 
ಕಡೆಗೆ ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿ ಕಾಣಿಸುತ್ತದೆ. ಇದಕ್ಕೆ ಕಾರಣವೇನೆಂದರೆ, P ನ 
ಆರೂಢವು ಧನವಾಗಿಯ , P ನ ಆರೂಢವು ಗುಣವಾಗಿಯೂ ಇರುವು 
ದರಿಂದ, M ಎಂಬ ವೀಕ್ಷಕನ ದೃಷ್ಟಿಯು ಮೇಲುಗಡೆಗೂ M , ಎಂಬ 
ವೀಕ್ಷಕನ ದೃಷ್ಟಿಯು ಕೆಳಗಡೆಗೂ ಇರುತ್ತವೆ. ಹೀಗೆಯೇ Q ಮತ್ತು 
Q , ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಅವುಗಳ ಆರೂಢಗಳ ಪಾದಗಳಿಂದ ವೀಕ್ಷಿಸಿದಾಗ, 
ರೇಖೆಯು ವೀಕ್ಷಕನಿಗೆ Q ಎಂಬಲ್ಲಿ ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿಯ , Q ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ಪೀನವಾಗಿಯೇ ಕಾಣಿಸುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ, ಆರೂಢದ ಪಾದದಿಂದ ಕಾಣಿ 
ಸವ ನಿನ್ನ ತೆ ಅಥವಾ ಸೀನತೆಯು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿದ 
ನಿನ್ನ ತೆ ಅಥವಾ ಸೀನತೆಯನ್ನೆ ( $ 11 . 1) ಅಲ್ಲದೆ, ಆರೂಢದ ಚಿಹ್ನೆ 
ಯನ್ನೂ ಅವಲಂಬಿಸಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ೫ = C ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

- fc) [ f c + h ) - f( c) - htf '( c) = 0 , 
ಆದಂತೆ, ರೇಖೆಯು ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಾದದಿಂದ ಸೀನ ಅಥವಾ ನಿಮ್ಮ ವಾ 
ಗಿರುತ್ತದೆ. ಅಥವಾ $ 11 . 2 ರ ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸುವು 
ದಾದರೆ , 

F( C) :f " ( C) 20 
ಆದಂತೆ, ರೇಖೆಯು = c ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಆರೂಢದ ಪಾದವನ್ನು 
ಗೌರವಿಸಿ ಸೀನ ಅಥವಾ ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ, 


ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು Y - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿದ್ದಾಗ, 
Y ಎಂಬ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯನ್ನು ಸ್ವತಂತ್ರ ವಿಸ್ವಭಾವಿಯನ್ನಾಗಿಯೂ , ೫ ವಿಶ್ವ 
ಭಾವಿಯನ್ನು Y ನ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ ಪರಿಗಣಿಸುವುದು 
ಉಚಿತ. 


258 


ಆಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


ಉದಾಹರಣೆ 
- Y = ( x + 1 - 2 ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯು x = 1 ಮತ್ತು 2 = 3 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಆರೂಢದ ಪಾದದಿಂದ ನಿನ್ನ ವಾಗಿದೆಯೇ ಅಥವಾ 
ಸೀನವಾಗಿದೆಯೆ ? ಈ ರೇಖೆಯು, ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, ಎಲ್ಲ 
ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲೂ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನು ನಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

- f (1) = - 2 ; f( 3) = 4 ; f "( ) = 2 
: f(1) :f "(1) < 0. . = 1 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಆರೂಢದ 
ಪಾದಕ್ಕೆ ರೇಖೆಯು ನಿನ್ನವಾಗಿದೆ. ಮತ್ತೆ f( 3) - f "( 3) > 0 . 
.: X = 3 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನ ಆರೂಢದ ಪಾದಕ್ಕೆ ರೇಖೆಯು ಸೀನ 
ವಾಗಿದೆ. ಅಲ್ಲದೆ, ಎಲ್ಲ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲೂ f "( x) > ೦ ಆಗಿರುವುದರಿಂದ, 
ರೇಖೆಯು ಎಲ್ಲೆಡೆಯೂ ಊರ್ಧ್ವ ನಿನ್ನವಾಗಿದೆ. 

11 .4 . ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ರೇಖೆಯ ನಿನ್ನತೆ ಮತ್ತು 
8033 ( concavity and convexity w .r .t. the 
pole ). 

= f8) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯು, ಅದರ ಮೇಲಿನ 
ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ಧ್ರುವದ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿ ಕಾಣಿಸು 
ಇದೆಯೇ ಅಥವಾ ಸೀನವಾಗಿ ಕಾಣಿಸುತ್ತದೆಯೇ ಎಂಬುದನ್ನು ನಿರ್ಧ 
ರಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಈಗ ಒಂದು ನಿರ್ಧಾರಕವನ್ನು (test , criterion ) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 

ದತ್ತ ಬಿಂದುವು P ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 11 - 3). 
OP ರೇಖೆಯ ಉಭಯ ಪಾರ್ಶ್ವಗಳಲ್ಲಿ ಅದಕ್ಕೆ 88 ಕೋನದಲ್ಲಿ OP 
OP, ರೇಖೆಗಳು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. ಆಗ, 

- AOPP + AOPP = OPP, 
( 4 = ಸಿ ) ಆದಂತೆ, ದತ್ತರೇಖೆಯು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಧ್ರುವದ ದೃಷ್ಟಿ 
ಯಿಂದ ನಿಮ್ಮನ್ನು ಅಥವಾ ಸೀನವಾಗಿರುತ್ತದೆ, ಆಕೃತಿ 11 - 3 ರಲ್ಲಿ 
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ರೇಖೆಯು , ೧ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ನೋಡಿದಾಗ, P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ನಿಮ್ಮ 
ವಾಗಿಯೂ 2 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸೀನವಾಗಿಯೂ ಇದೆ. ಮೇಲಿನ 
ಅಸಮತೆಯನ್ನು 


ಆಕೃತಿ || - 3 
+ 1 ಸೈನ್80 + " ", ಸೈನ್80 = " " ಸೈನ್286 , 
ಅಥವಾ , " " + = 1 , ಕಾಸ್ 80, 

1 1 2 
ಅಥವಾ, - + - - ಕಾಸ್88, 

* * * 
ಅಥವಾ, 1 + 122 ಕಾಸ್ 88 
( 4 = 1 / ) ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದಷ್ಟೆ . ಈಗ ದ್ವಿತೀಯ 
ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ಧಿ ಯ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ, 

du (88)2 d² 
4 = U + 50a8 + 2 92 (0 + 680), 0 < < 1 , 

_ du (86 
4 = U – 500 + 2 92 (0 – 680 ), 0 < < 1 . 

. .. ( 56 ) 4² 
', 14 + 4 = 2 + 02[ u( 0 + 686 ) + ul 0 - €80)]. 
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ಆದಾಗ, 


ಇಲ್ಲಿ 80 > 0 ಆದ್ದರಿಂದ, 

1-( )* ( ಕಾಸ್ 5 >14 (6) 
(ಉದಾ. 3, ಅಭ್ಯಾಸ 10). ಆದ್ದರಿಂದ, 
4 + 4 > 2u _1 - + 4! | 

[ ( 80 ) * ( 80 ) 
- 4 + 4 > 2u ಕಾಸ್50 
ಆಗುತ್ತದೆ. .. ಆಗರೇಖೆಯು ಧ್ರುವದ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ನಿನ್ನವಾಗಿರು 
ತದೆ. ಮತ್ತೆ 

4 + 442a1 -( 507 
ಆದಾಗ , 

4 + 44 24 ಕಾಸ್ 80 
ಆಗುತ್ತದೆ. . ಆಗ ರೇಖೆಯು ಧ್ರುವದ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಸೀನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಆದ್ದರಿಂದ ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, ರೇಖೆಯು ನಿನ್ನವಾಗಿರ 
ಬೇಕಾದರೆ, 

24 +( 8 [46+ 660)+ a(@- 550)] 


ಎಂದರೆ, 
- 02 

[u 0 + 660 ) + 40 - €60)] > – 4 + * ( 50 ) 
ಆಗಬೇಕು. ಇಲ್ಲಿ du/ a02 ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವೆಂದು ಭಾವಿಸಿ, 800 
ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 

a > – 4, ಎಂದರೆu + aat > 0 . 
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: 4 + (du/ ad>) > ಆದಾಗ, ರೇಖೆಯು ಧ್ರುವಕ್ಕೆ ನಿನ್ನ 
ವಾಗಿರುತ್ತದೆ, 

ಮ , ಧ್ರುವವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ, ರೇಖೆಯು ಸೀನವಾಗಿರಬೇಕಾದರೆ , 
2u + 2 age[u(0 + 580 ) + u( @ - 580 )] 


೧. 


( 60) : 12 


ಆಗಬೇಕು. ಇಲ್ಲಿ du/d8² ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವೆಂದು ಭಾವಿಸಿ, 800 
ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , ೩ + ( d²a / a02 ) < 0 
ಆದಾಗ, ರೇಖೆಯು ಧ್ರುವಕ್ಕೆ ಸೀನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

- ಹೀಗೆ, ಮೇಲಿನ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ, 


U + A20 || 
ಆದಂತೆ, ದತ್ರ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ , ಧ್ರುವದ ಗೌರವಕ್ಕೆ , 
ನಿನ್ನ ಅಥವಾ ಸೀನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 4 + ( @Pu40*) = 0 ಆಗಿ , 8 ಕೋನದ 
ಬೆಲೆಗಳು ದತ್ಯ ಬೆಲೆಯ ಮುಖಾಂತರ ಒಂದು ಕಡೆಯಿಂದ ಇನ್ನೊಂದು 
ಕಡೆಗೆ ಸಾಗಿದಾಗ u + ( du/ d82 ) ನ ಚಿಹ್ನೆಯು ಬದಲಾದರೆ , ಆಗ ಆ 
ಬಿಂದುವು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ, ಈ 
ಫಲವನ್ನು ಉದಾ. 3, ಅಭ್ಯಾಸ 8 ರಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು. 


ಉದಾಹರಣೆ 
1 = " ಎಂಬ ರೇಖೆಯು, ಧ್ರುವದ ಗೌರವಕ್ಕೆ , ಎಲ್ಲೆಡೆಯೂ 
ನಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

u+ 2 = (1 + 12) > 0, 


d²u 
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ಅಭ್ಯಾಸ 11 


1 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು (points 
of indexion ಕಂಡುಹಿಡಿಯರಿ : 

- i) – 163 + 42² + 20 - 15 ; 

ii ) x ( x – 5x + 5) - 3x + 2 ; 
iii ) x /( 1 + x² ) ; 
iv ) X = y + 3y³ ; 
v) ಸೈನ್ ; 
vi ) sex ; 
vii ) ಲಾಗ್ (1 - x) . 


2 . Y = c - 63 + 12x2 - 9x + 5 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಪ್ರತಿ 
ವಲನ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾ 
ಗಿವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
- 3 , ²( - ) = ( x + a ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿವಲನ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನೂ ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನೂ ಶೃಂಗಗಳಾಗಿ ಉಳ್ಳ ತ್ರಿಭುಜವು 
ಒಂದು ಸಮದ್ವಿಬಾಹು ತ್ರಿಭುಜವೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

4. Y = ² ( A² + a೭) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿನವಲನ ಬಿಂದು 
ಗಳು 49 - 1 = 0 ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

5. e ರೇಖೆಯು ಎಲ್ಲೆಡೆಯೂ ಊರ್ಧ್ವನಿಮ್ಮ ವೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

6 . ಲಾಗ್ ರೇಖೆಯು ಎಲ್ಲೆಡೆಯೂ ಅಧೋನಿನ್ನ ವೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ, ಅಲ್ಲದೆ, ಆರೂಢದ ಪಾದಕ್ಕೆ ಅದು 04x71 ಆದಾಗ 
ಪೀನವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ , > 1 ಆದಾಗ ನಿನ್ನವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ. 
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7 , 4 = 3 ಎಂಬ ರೇಖೆಯು X < 0 ಆದಾಗ ಅಧೋನಿಮ್ಮ 
ವಾಗಿದೆಯೆಂದೂ , ೧ > 0 ಆದಾಗ ಊರ್ಧ್ವನಿಮ್ಮನಾಗಿದೆಯೆಂದೂ 
ತೋರಿಸಿ. ಆದರೆ ಆರೂಢದ ಪಾದಕ್ಕೆ ಅದು x40 ಆದಾಗಲೂ > 0 
ಆದಾಗಲೂ ಸೀನವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , 
- 8, 4 = 3 – 52 + Qx + b ಎಂಬ ರೇಖೆಯು X ನ ಯಾವ 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ (i) ಊರ್ಧ್ವ ನಿನ್ನವಾಗಿದೆ ? ( ii ) ಅಧೋನಿನ್ನ ವಾಗಿದೆ ? 

9. ೩ = ಕಾಷ್ ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ಧ್ರುವಕ್ಕೆ ಎಲ್ಲೆಡೆಯೂ 
ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , 

10 . u = ve wow 8ea803 ) je 30 inflexion ) 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಅಧ್ಯಾಯ XII 

ಪ್ರವಣತೆ 

( curvature) 
12.1 . ಒ೦ದು ದತ್ಯ ರೇಖೆಯು ಒಂದು ದತ್ಯ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯಿಂದ ಯಾವ ಕಡೆಗೆ ಎಷ್ಟು ಮಟ್ಟಿಗೆ ಬಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಪ್ರಶ್ನೆ 
ಯನ್ನೀಗ ಗಮನಿಸೋಣ. 

- ಇಲ್ಲಿ ನಾವು ಗಮನಿಸುವ ರೇಖೆಗಳು ಏಕಮೂಲ್ಯವಾದುವು 
( single - valued) , ಅಥವಾ ಏಕಮೂಲ್ಯ ರೇಖೆಗಳಾಗಿ ಒಡೆಯ 
ಬಹುದಾದುವು. ರೇಖೆಗಳ ಅನುಸರಣವು ಯಾವಾಗಲೂ ಎಡದಿಂದ 
ಬಲಕ್ಕೆ , ಎಂದರೆ x ನ ಬೆಲೆಗಳು ವರ್ಧಿಸುವಂತೆ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು ನಿಯ 
ಮಿಸಿಕೊಳ್ಳಲಾಗುವುದು. ಆದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲೂ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯು ( direction ) ನ ಬೆಲೆಗಳು ವರ್ಧಿ 
ಸುವಂತಿರುತ್ತದೆ. ಈ ದಿಶಿಯು X - ಅಕ್ಷದ ಧನ ದಿಶಿಯೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವ 
ಕೋನವನ್ನು ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸಲಾಗುವುದು , ರೇಖೆಯು ಎಡದಿಂದ 
ಬಲಕ್ಕೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುವುದರಿಂದ :ಕೋನವು 1 ಅಥವಾ 4 ನೆಯ 
ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ quadrant) ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. ರೇಖೆಯ ಕಂಸವು 
( ), ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಒಂದು ಸ್ಥಿರ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗಿ, 
೫ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ, ಅನ್ಯಥಾ ದತ್ತ ಅಥವಾ ಧ್ವನಿತವಾಗ 
ದಿದ್ದಾ ಗ, dqds ಮತ್ತು dv² / ds2 ಎಂಬ ಅಂತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನೆಗಳು 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದುವೆಂದು ಭಾವಿಸಲಾಗುತ್ತದೆ. 

ಮೊದಲು ಒ೦ದು ವರ್ತುಳದ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನು ವಿಚಾರಿಸೋಣ. 

12. 2 . ವರ್ತುಳದ ಪ್ರವಣತೆ ( curvature of a 
circle ) . 
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ದತ್ತ ವರ್ತುಳವು x² + y = a² ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 
12 -1 ), ಈ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ x – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಕೆಳಗಡೆ ABC ಎಂಬ ಅನಾ 
ವೃತ ಕಂಸವು (open arc , A ಮತ್ತು C ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಬಿಟ್ಟು ) 
X – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗೆ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನವಾಗಿಯೂ 


೪ ಕೃತಿ12 - 


( concave upwards ), - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಮೇಲುಗಡೆ ಇರುವ ADC 
ಎಂಬ ಅನಾವೃತ ಕಂಸವು x – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಅಧೋ 
ನಿನ್ನ ವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ ; ಅಲ್ಲದೆ ( d , 0) ಎ೦ಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ವರ್ತುಳವು ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ಎಡಗಡೆಗೆ ನಿಮ್ಮ ವಾಗಿಯೂ , ( - 4 , 0) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ಬಲಗಡೆಗೆ ನಿನ್ನವಾಗಿಯೂ 
ಇರುತ್ತದೆ. 

ಮೊದಲು, ಊರ್ಧ್ವನಿಮ್ಮ ವಾಗಿರುವ ABC ಎಂಬ ಅನಾವೃತ 
ಕಂಸವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಈ ಕಂಸವು x ನ ಬೆಲೆಗಳು ವರ್ಧಿಸು 
ವಂತೆ, ಎಂದರೆ ABC ಎಂಬ ಮಾರ್ಗವಾಗಿ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತಿದೆಯೆಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ, ಇದರಲ್ಲಿ P ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದು, ಮತ್ತು 0 
ಎಂಬುದೊಂದು ಪ್ರಚಲಿತ ( current ) ಬಿಂದು ಎಂದು ಇಟ್ಟುಕೊ 
ದ್ರೋಣ, ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು – ಅಕ್ಷದ 
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ಧನ ದಿಶಿಯೊಂದಿಗೆ ಮಾಡುವಕೋನಗಳನ್ನು } ಮತ್ತು + 64 ಎಂದೂ , 
PQ ಕಂಸದ ಉದ್ದವನ್ನು 68 ಎಂದೂ ಸಂಕೇತಿಸೋಣ, ಈಗ 8 ಎಂಬ 
ಕಂಸದ ವೃದ್ದಿ ಯು 88 ಆದರೆ, ತದನುಗುಣವಾಗಿ } ಎಂಬಕೋನದ 
ವೃದ್ಧಿ ಯು 86 ಆಗುತ್ತದೆ; ಅಲ್ಲದೆ, 6s ಧನ ಅಥವಾ ಋಣವಾಗಿದ೦ತೆ 
6 ಯೂ ಧನ ಅಥವಾ ಋಣವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ, 6s = 06 
( ZPOQ = 8 ): : 88 > 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ 

d $ 1 . 

ds = d . 
ಹೀಗೆ, ಈ ಕಂಸದಲ್ಲಿ P ಬಿಂದುವನ್ನು ಎಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ , ಕಂಸ 
ವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ದಿಕ್ಕು ಬದಲಾಯಿಸುವ ಧಾರಣೆಯು 
(rate ) 1 /4 ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಈ ಧಾರಣೆಯನ್ನು ದತ್ತ 
ಕಂಸದ ಪ್ರವಣತೆಯೆಂದು ಅಂಗೀಕರಿಸಲಾಗಿದೆ. ಈ ಧಾರಣೆಯನ್ನು 
ಪ್ರವಣತೆಯೆಂದು ಕರೆಯುವುದು ನ್ಯಾಯವಾಗಿಯೇ ಇದೆ. ಹೀಗೆ ಈ 
ಕಂಸದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಕಂಸವು ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ 
ಮೇಲುಗಡೆಗೆ ಬಾಗಿದೆ ಮತ್ತು ಅದರ ಪ್ರವಣತೆಯು ( ಬಾಗು ) 
dli 1 

- ಈಗ, 8 ಎಂಬ ಕಂಸದ ಅಳತೆಯು A y = - ಇ) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುತ್ತದೆಯೆಂದು ನಿಯಮಿಸಿಕೊಂಡರೆ, ABC 
ಕಂಸದ ಅಂತರ್ಗುಣ ( intrinsic ) ಸವಿಾಕರವು8 = a + p ). 


ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಈ ಸವಿಾಕರಣದ ಅಂತರಣದಿಂದ ನೇರವಾಗಿ, - - 
ಎಂಬ ಫಲವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 

* ಈಗ ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿರುವ ADC ಎಂಬ ಅನಾವೃತ ಕಂಸ 
ವನ್ನು ( A ಮತ್ತು C ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳ ವಿನಾ) ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 
ಈ ಕಂಸವೂ ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ , ಎಂದರೆ ADC ಎಂಬ ಮಾರ್ಗವಾಗಿ 
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ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುತ್ತಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ 8 ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ 
ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತದೆ, ಆದ್ದರಿಂದ , & ಕಂಸದ ಅಳತೆಯು A j = 5) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಪ್ರಾರಂಭವಾಗುತ್ತದೆಯೆಂದು ನಿಯಮಿಸಿಕೊಂಡರೆ , 
ADC ಕಂಸದ ಅಂತರ್ಗುಣ ಸವಿಾಕರಣವು S = al 
ಇದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 


ಆಗು 


2 


ds a 
ಹೀಗೆ, ಈ ಕಂಸದಲ್ಲಿ ಯಾವ ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೂ ಪ್ರವಣ 
ತೆಯು - 1/ a) ಆಗುತ್ತದೆ; ಇಲ್ಲಿ ಋಣ ಚಿಹ್ನೆಯು ಅಧೋ ನಿನ್ನತೆ 
ಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತದೆ. 

ಮತ್ತೆ C ( @ , 0) ಮತ್ತು A - 4 , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಗಮನಿಸೋಣ, P ಬಿಂದುವು C ಬಿಂದುವನ್ನು , ABC ಎಂಬ ಮಾರ್ಗ 
ವಾಗಿ ಸವಿಾಪಿಸಿದಾಗ, ಪ್ರವಣತೆಯು 1 / ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಗೂ , ADC 
ಎಂಬ ಮಾರ್ಗವಾಗಿ ಸವಿಾಪಿಸಿದಾಗ - 1/ a ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಗೂ ಪರಿಮಿತಿ 
ಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ C ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನು ದತ್ತ ಸನ್ನಿವೇಶ 
ನನ್ನನುಸರಿಸಿ + 1 /a ಅಥವಾ - 1/ a ಎಂದು ನಿರೂಪಿಸಿಕೊಳ್ಳಬಹುದು. 
A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಹೀಗೆಯೇ . ಆದರೆ, ವರ್ತುಳದ ಸಮಸಾಂಗತ್ಯದ 
(Symmetry ) ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ, A ಬಿಂದುವನ್ನು ADC ಕಂಸಕ್ಕೂ , 
C ಬಿಂದುವನ್ನು ABC ಎಂಬ ಕಂಸಕ್ಕೂ ಸೇರಿಸಿಕೊಳ್ಳುವುದು ಸೂಕ್ತ 
ವೆನಿಸುತ್ತದೆ. ಆಗ ಆ ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲೂ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯು 
Y - ಅಕ್ಷದ ಧನ ದಿಶೆಯಾಗು ತ್ತದೆ; ಎಂದರೆ , ಎರಡು ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲೂ 
p = / 2. ಅಲ್ಲದೆ, ಪ್ರವಣ ತೆಯು C ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ + 1 / a , ಮತ್ತು 
D ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ - 1 / Q ಆಗುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲಿಗೆ, A , C ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಪ್ರವಣತೆಯ , ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ದಿಶಿಯ ವರ್ತುಳದ ಇತರ ಅಭಿಮುಖ 
( opposite) ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾಗಿರುತ್ತವೆ; ಮತ್ತು ಗೆ 
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1 / 2 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು ಕೈ ಬಿಟ್ಟು ಹೋಗುವುದಿಲ್ಲ . ಸಮಸಾಂಗತ್ಯದ 
ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ, ಇತರ ಅಭಿಮುಖ ಬಿಂದುಗಳನ್ನನುಸರಿಸಿ, A , C ಬಿಂದು 
ಗಳೆರಡರಲ್ಲೂ } ನ ಬೆಲೆ ಒ೦ದೇ ಆಗಿರಬೇಕು. ಈ ಬೆಲೆಯು + 1 / 2 
ಅಥವಾ - 1 / 2 ಆಗಬೇಕಷ್ಟೆ , ಒಂದು ವೇಳೆ - / 2 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು 
ನ್ನಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ, ರೇಖಾನುಸರಣದ ಮಧ್ಯದಲ್ಲಿ ಒದಗುವ / 2 ಎಂಬ 
ಬೆಲೆಯು ಬಿಟ್ಟು ಹೋಗಿ, Y ನ ಬೆಲೆಗಳ ಮಧ್ಯದಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಚಿ ತಿಯುಂಟಾ 
ಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ A , C ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 4 = 1 / 2 ಎಂದು ನಿಯಮಿ 
ಸಿಕೊಳ್ಳುವುದು ಸೂಕ್ತವಾಗಿದೆ, 

ಇಡೀ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 8 = 0 ; ಎಂದು ಬರೆದಾಗ, 
ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನವಾಗಿರುವ ಭಾಗವು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೂ , 
ಅಧೋ ನಿನ್ನವಾಗಿರುವ ಭಾಗವು ಬಲದಿಂದ ಎಡಕೂ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡು 
ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಒ೦ದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ವರ್ತುಳವು ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆ 
ಯಿಂದ ಯಾವ ಕಡೆಗೆ ಬಾಗಿದೆ ಎಂಬ ಅಂಶವು ಈ ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ 
ಪ್ರತ್ಯಕ್ಷವಾಗುವುದಿಲ್ಲ. 

ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಮೇಲಿನ ಫಲಗಳನ್ನು dilds ನ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ 
ಮತ್ತು ಪರಮಾನ ರೂಪಗಳಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು, 

[ ಟಿಪ್ಪಣಿ ( 2) ಉದಾ. 3, $ 12 .4 ನೋಡಿ.] 
12 .3. ನಿರೂಪಣೆ ( definition), 

ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಒಂದು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯು, 
ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಎಡದಿಂದ 
dy/ ds ಎಂದು ನಿರೂಪಿತವಾಗಿದೆ. 
- ರೇಖೆಯು ಬಲದಿಂದ ಎಡಕ್ಕೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ 8 ಗೆ ಬದಲು 
s' = 1 - 8, ಮತ್ತು : ಗೆ ಬದಲು g' = } + T ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳ ಬೇಕಾ 
ಗುವುದರಿಂದ dj | ds' = - dp /ds ಆಗುತ್ತದೆ. ರೇಖಾನುಸರಣವು 
ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಎಂದು ನಿಯಮಿಸಿಕೊಳ್ಳುವುದು ಸೂಕ್ತವಾಗಿದೆ, 
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ಈಗ 


di dol dx 
ds = dx - ds 


dili 


- 


- ಕಾಸ್ . 


ರೇಖೆಯು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ, ಕೋನವು 1 ಅಥವಾ 
4 ನೆಯ ಚೌಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ( quadrants ) ಮಾತ್ರ ಇರುವುದರಿಂದ, 
ಕಾಸ್ : ಧನವಾಗಿರುತ್ತದೆ ( + + m / 2) . ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯ ಚಿಹ್ನೆಯು 4 :/ds ನ ಚಿಹ್ನೆಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಈ ಚಿಹ್ನೆಯು ಧನವಾಗಿದ್ದಾಗ, ೫ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ ; ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ 
( ಅಥವಾ x ಕ್ಷೀಣಿಸಿದಂತೆ ; ಕೀಣಿಸುತ್ತದೆ). ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಿಂದಊರ್ಧ್ವ 
ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ ಪ್ರವಣತೆಯ ಚಿಹ್ನೆಯು ಋಣವಾ 
ಗಿದ್ದರೆ, ಈ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ 4 ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತದೆಯಾದ್ದರಿಂದ, ದತ್ತ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಿಂದ 
ಅಧೋನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು P ಎಂಬ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವಂತೆ 
ವರ್ತುಳಗಳನ್ನು ಅಸಂಖ್ಯಾತವಾಗಿ ಎಳೆಯಬಹುದಷ್ಟೆ . ಈ ವರ್ತುಳಗಳ 
ಕೇಂದ್ರಗಳು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. ಈ ವರ್ತುಳಗಳ ಪೈಕಿ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಪ್ರವಣತೆಯಷ್ಟೇ ಪ್ರವಣತೆಯುಳ್ಳ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ವರ್ತುಳ 
ವಿರುತ್ತದೆ. ಆ ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳ 
( circle of curvature ) ಎಂದು ಹೆಸರು . ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳಕ್ಕೂ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೂ du/ ds ಒಂದೇ ಆದ್ದರಿಂದ 
ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವು ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ನಿನ್ನವಾಗಿರುವ ಕಡೆಗೆ ಇರುತ್ತದೆ 
( ಆಕೃತಿ 12 - 2), ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದ ಕೇಂದ್ರಕ್ಕೆ ಪ್ರವಣತಾಕೇಂದ್ರ 
(centre of curvature ) ಎಂದೂ , ತ್ರಿಜ್ಯಕ್ಕೆ ಪ್ರವಣಕಾ ತ್ರಿಜ್ಯ 
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( radius of curvature ) ಎಂದೂ ಹೆಸರು . $ 12. 2 ರಿಂದ, 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು | ds / dj | ಆಗುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು | ೭ | ಎಂದು 
ಸಂಕೇತಿಸುವುದು ವಾಡಿಕೆ ; ' ಎಂಬ ಅಕ್ಷರವು ಪ್ರವಣ ತಾ ವ್ಯತಿಹಾರ 
Jad ( reciprocal of curvature ) ds/ d 's avonds mortes 
ಸುತ್ತದೆ ಮತ್ತು ಪ್ರವಣತೆಯು 1/² ಆಗುತ್ತದೆ. P ಬಿಂದುವಿನ 


Y + 90° 


ಕೃತಿ 12 - ೩ 


ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವಾದ ಬಿಂದುವು, P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ, ಆ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಧನ ದಿಶಿ 
ಯನ್ನು ( + 90° ) ಗೌರವಿಸಿ ನಷ್ಟು ದೂರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಎಂದರೆ, 
ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ > 0 ಆದರೆ , ಆಗ ರೇಖೆಯು ಊರ್ಧ್ವನಿನ್ನ ನಾ 
ಗಿರುವುದರಿಂದ C ಬಿಂದುವು PN ಎಂಬ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ; < 0 
ಆದರೆ, ಆಗ ರೇಖೆಯು ಅಧೋ ನಿನ್ನವಾಗಿರುವುದರಿಂದ G ಬಿಂದುವು 
PN ' ಎಂಬ ದಿಕ್ಕಿನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಕೆಲವು ವೇಳೆ ವನ್ನು ಪ್ರವಣತಾ 
ತ್ರಿಜ್ಯವೆಂದು ಕರೆಯುವುದೂ ಉಂಟು ; ಆಗ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯದ ಧನ 
ಅಥವಾ ಋಣ ಚಿಹ್ನೆ ಯು ರೇಖೆಯ ಊರ್ಧ ಅಥವಾ ಅಧೋ ನಿನ್ನತೆ 
ಯನ್ನು ಸೂಚಿಸುವುದೆಂಬ ಅಂಶವನ್ನು ನೆನಪಿನಲ್ಲಿಡಬೇಕು, 
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ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ P ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆ 
ಗಳಿಗೆ ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕಗಳೆಂದು ಹೆಸರು . 


12.4. ಪ್ರವಣತೆಗೆ ಇತರ ವ್ಯಕ್ತಕಗಳು ( other 
expressions for curvature ) . 
(1) ಅಂತರ್ಗುಣ ರೂಪ( intrinsic form) : 

- 1 day 

Soon è ds 
ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ( 6 12. 3) . 

( 2) ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪ (cartesian form ) : 
ರೇಖೆಯು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ, 

1 ? " 

1 (1 + Y ) 12 | 
ಇಲ್ಲಿ ಆಶುರೇಖೆಗಳು ( dashes ) ನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಅಂತರಣವನ್ನು 
ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 

ಸಾಧನೆ ; ಟ್ಯಾನ್ = 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 8 ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿದರೆ 

en dis dy dx 

* ds = dc² ' ds 
ಆದರೆ , du / ds = ಕಾಸ್ , ಮತ್ತು de / ds = 1/ P. 

- 1 d =gdx2 
* ಸೆಕ್3 

dy| dm2 
* [1 + ( dy | dac )27312 | 
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ಟಿಪ್ಪಣಿ: ರೇಖೆಯು ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುವುದೆಂಬ 
ನಿಯಮಾನುಸಾರವಾಗಿ } ಕೋನವು 1 ಅಥವಾ 4 ನೆಯ ಚೌಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ 
( quadrants ) ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಸೆಕ್ / > 0 , 
( 4 = + 7 / 2). . . (1 + Y'*)3/2 ವನ್ನು ಧನವಾಗಿ ಪರಿಗಣಿಸಬೇಕು. 
ಆಗ ಪ್ರವಣತೆಯ ಚಿಹ್ನೆಯು ” ನ ಚಿಹ್ನೆಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ. .'. ಪ್ರವ 
ಣತೆಯು ಧನ ಅಥವಾ ಋಣವಾಗಿದ್ದಂತೆ, ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಊರ್ಧ್ವ ಅಥವಾ ಅಧೋ ನಿನ್ನವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಪ್ರತಿವಲನ 
(indexion ) ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ Y ' = 0 ಆಗುವುದರಿಂದ ಪ್ರವಣತೆಯು 
ಶೂನ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. 

( 3) ಪರಮಾನರೂಪ (parametric form) : 

ದತ್ತರೇಖೆಯು $ = ft); } = dt) ಆಗಿ, ಎಡದಿಂದ ಬಲಕ್ಕೆ 
ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಾಗ, 1 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, 

1 _ f 6 - ¢j1f1 

P | ( f2 + 42 ) 312 | L f . 
ಇಲ್ಲಿ ಬಿಂದುಗಳು ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 

dy dyldt 
ಸಾಧನೆ : da du / dt = 


32 


2 . 


. (1+ 9+ 2|= * 


| - 


i 


d²y as ondt 
dx3 = at [ Jax 

_ f 6 - ¢ j 1 _ f 6 - ¢f 


18 ] 
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ಈಗ 1 /² ನ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪದಿಂದ ಫಲವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 

- ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಕೆಲವು ರೀತಿಗಳಲ್ಲಿ ಈ ಪರಮಾನ ರೂಪವು ಮೇಲಿನ 
ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪಕ್ಕಿಂತ ಹೆಚ್ಚು ಉಪಯೋಗಕರವಾದುದು, ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯು ೫ - ಅಕಕ್ಕೆ ಲಂಬದಲ್ಲಿದ್ದಾಗ ಪರಮಾನ ರೂಪವು ನೇರವಾಗಿ 
ಫಲಿಸುತ್ತದೆ. 

(4) ಸಾದೀಯ ( - ೧ ) ರೂಪ (pedal form ) : 


1 1 dh 


ಸಾಧನೆ : p = " ಸೈನ್¢. 

#=ಸೈನ್++ + ಕಾಸ್ 4- 


(5) ಸ್ಪರ್ಶ ಧ್ರುವೀಯ ( b - ) ರೂಪ ( tangential 
polar form : 


- + (dp/ dj²) 
ಸಾಧನೆ (1) : n = 7² ಸೈನ್ + + +2 ಕಾಸ್²4 

= p++ +: 


- 274 
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= p² + ( pdr dp đ / 12 

( dp ' d4: ' ds/ 


` p² + ( p2 


* * * 


d ) , 


dr = p = db 


* * dp = P * d$ 


ಸಾಧನೆ ( 2) : du _ 1 dp 


- - - 5 ಕಾಸ್ 6 – ” ಸೈನ್¢ - 6) 
has = P ಕಾಸ್ + - ಸೈನ್ 6 (1 - ) 

= ಕಾಸ್ + + + ಸೈನ್ ' ಹ - ↑ ಸೈನ್¢, 
= P ಕಾಸ್ + + ೦ ಸೈನ್¢ - ಸೈನ್ 6 


# 


# 


P = p + 


+ 


. 
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(6) ಧ್ರುವೀಯ ರೂಪ( polar form ) : 


1 1² + 2² - 01 

P . (+² + 1 )312 
ಸಂಗತ, ಬಿಂದುಗಳು ವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಅಂತರಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 

- 1 1 1 / dar \ 2 
ಸಾಧನೆ (1 ) : * * \ d6 ) 


* – 2 dp - 2 4 dr \ 2 1 dr dr d6 

p3 * dr = 3 – 5 d6 ) * r4°ad • 182 d 


- 


1 dp 
p³ drಿ 


1 2 / dr 2 1 1² , 
ತ* • 18 ) - - 102• 


rar og driz 
P = 1 – 03 " " \ d0 / 


d²71 
" d8 * } 


[1 1 ( dr \ 27312 
** * • 18) | 
m oldrie der 
*² + 240) – " ತ62 


2312 


Tris 


- ²+ 2 


dar 


) - " ತ62 


276 


ಅ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


ಸಾಧನೆ ( 2 ) : 4 = 8 + 
- My do é de 107 d4 ) . 
ds = ds * do " = 1 + ) . ( ) 


" 


12 


ಈಗ, 


... (i) 


ಅಲ್ಲದೆ , 


ಕಾಟ್¢ - dy 


ಕಾಟ್¢ = 


: 


4 1 / dr \ 2 1 1 
- ಕೋಸೆಕ್ಷ 6 = - 2d0 ) * 102 

1 / d \ 2 1 d² 
do n2 46 - 10² 
do = 1 ar 2 


1 + 2 18 ) 


16 
1 * 10 = 


Lolaris dr 
+ 2 de - " de2 


.... ( iii ) 


ಈಗ (ii ) ಮತ್ತು (iii) ನ್ನು (i) ರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸಿದರೆ, 


d > 


1 


1 


1 


_ + 2 dr : 


1 + 2 da ) - " d02 


232 
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ಸಾಧನೆ (3) : ಉದಾ. 6² $ 12.4 ನೋಡಿ. 
( 7) 4 - 6 ನಿರ್ದೆಶಕ ರೂಪ(U - 6 form ) : 

1 (4 + 1) 

P (w* + u ) 312 
ಸಂಗತ , ಬಿಂದುಗಳು 0 ವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಅಂತರಣವನ್ನು ಸೂಚಿಸುತ್ತವೆ. 

( du \ 2 
ಸಾಧನೆ (1) : ಒ = U + ( ) 

- 2 db 
* 

du du du do 
62 * 4 = 244 + 28 - 102 - d . 
1 dau 1 

* d) - 2 = - u² ; 

- de do du do 
8.00 ar - tu ar = - u²tr 

1 _dbd u. 
p3 * dr = + u nd . 


ಆದರೆ , 1 = ; ' d * 


* 


ಈ 4824 


1 . 


Th 


/ 


du ) 


0 


1 


- Pu 


+ T08 ) 


ಸಾಧನೆ (2) : ಮೇಲಿನ (6 ) ರ ವ್ಯಕ್ತಕದ ( expression ) 
ಅಂಶ ಮತ್ತು ಛೇದಕಗಳನ್ನು ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ, 
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1 1 2 dr \ 2 1 dr] 
1 _ _ * d ) - ² 10² ) 

* 1 1 / 4F \ 27372 


ಈಗ ೩ = 


du 1 dr 

0 " - ² da" 
d * 2 dt 1 2 . 
das 3 do 8 TA² 


23/ ? 


[ + ( 

4712 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . 1 - 5 = 3 ( x – 2) ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ೫ = 1 ಮತ್ತು 
= 3 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ಮತ್ತು 
ನಿಮ್ಮ ತೆಯನ್ನು ವಿಚಾರಿಸಿ, 

Y' = 9( - 2)² ; y = 18( r - 2 ) 
: ೫ = 1 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ Y' = 9 ಮತ್ತು " = - 18 ; 
: ಪ್ರರ್ವಣ ತೆ = } ' | (1 + y ' ))/2 | = - 18/ ( 82)3/2 | . 
ಮತ್ತೆ $ = 3 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ Y' = 9 ಮತ್ತು ೪ " = 18 ; 
* ಪ್ರವಣತೆ – 18 | ( 82) 312 | , 
ಪ್ರವಣತೆಯ ಚಿಹ್ನೆಯು Y ' ನ ಚಿಹ್ನೆಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ, X = 1 ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ …'' ( 0 ಆದ್ದರಿಂದ ಅಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಅಧೋನಿನ್ನು ವಾಗಿದೆ. 
C = 3 ಎಂಬಲ್ಲಿ y " > 0 ಆದ್ದರಿಂದ ಅಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಊರ್ಧ್ವನಿಮ್ಮ 
ವಾಗಿದೆ. 
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- 2, ೪* - 4aa ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನು ವಿಚಾರಿಸಿ, 
ಇಲ್ಲಿ Y' = 209, ಮತ್ತು " = - 4 /y 

_1 - 1 | 2 | 3 - 1 | 9 | 
* = 20 y = 20 - Y 
. Y > 0 ಆದಾಗ ಪ ವಣತೆಯು – 1 / 22 ಆhಯ ಮತ್ತು 
Y < 0 ಆದಾಗ ಸವಣತೆಯು + 1 / 2Q ಆಗಿಯೂ ಇರುತ್ತದೆ. 
} = 0 ಎಂಬಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುವುದೆಂದು 
ಭಾವಿಸಿದರೆ, ಆಗ } = - 7/ 2 ಆಗುತ್ತದೆ ; . Y = 0 ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು 1:- ಅಕ್ಷದ ಕೆಳಗಿರುವ ರೇಖೆಗೆ ಸೇರಿದಂತಾಗುತ್ತದೆ. 
. ಅಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತೆಯು } ct ಆಗುತ್ತದೆ. [ c =. at , 9 = 2qgt 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಂಡರೆ, ಆಗ ಪ್ರವಣತೆಯು ಓ ಆಗುತ್ತದೆ.] 


3 , 


² " b > 


+ = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ತಿಯ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನು 


ವಿಚಾರಿಸಿ, 


- 
* 


ಜಿ, ಮತ್ತು " = " ² * * 
a > ' ' . 

- - ab4 
( aty* + 6²x²312 | | ೪ | | 


Q464 


, y = 0 ಆದಂತೆ , ಪ್ರವಣತೆಯು - 

* | (ay² + 6+ ²1313 | 
ಆಗುತ್ತದೆ. 

Y = 0 ಆದಾಗ = + Q ಆಗುತ್ಮದೆ. a , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುವುದೆಂದು ಭಾವಿಸಿದರೆ , 
ಆಗ ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ದಿಶಿಯು 4 = 7 / 2 ಆಗುವುದರಿಂದ, ಈ 
ಬಿಂದುವು - ಅಕ್ಷದ ಕೆಳಗಿರುವ ಭಾಗಕ್ಕೆ ಸೇರಿದಂತಾಗುತ್ತದೆ. . ಆಗ 
ಅಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತೆಯು a/ b2 ಆಗುತ್ತದೆ, ಮತ್ತೆ ( - 4, 0) ಎಂಬ ಬಿಂದು 
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ನಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣವಾಗಿ ಅನುಸರಿಸಲ್ಪಡುವುದೆಂದು ಭಾವಿ 
ಸಿದರೆ , ಆಗ ಅಲ್ಲಿ = - 1 / 2 ಆಗುವುದರಿಂದ ಆ ಬಿಂದುವು 
x - ಅಕ್ಷದ ಮೇಲುಗಡೆ ಇರುವ ಭಾಗಕ್ಕೆ ಸೇರಿದಂತಾಗುತ್ತದೆ. . . ಆಗ 
ಅಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತೆಯು ( - a/ b²) ಆಗುತ್ತದೆ. 

- ( 1 ) ಈ ಫಲಗಳನ್ನು X = 0 ಕಾಸ್ 8 , 9 = 
6 ಸೈನ್ ಎಂಬ ಪರಮಾನ ರೂಪದಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು. 

( 2) a = b ಆದಾಗ, ಅವಲುಪ್ತಿಯು ವರ್ತುಳವಾಗುತ್ತದೆ. 

4 . r = ( 1 + ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ ಹೃದ್ರಲಯದಲ್ಲಿ ಧ್ವನದಿಂದ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಛೇದಕವು ಹೃದ್ವಲಯವನ್ನು ಮತ್ತೆ P , P , 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. PP, ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರವಣತೆಯು 1 / 6 , 1/P, ಆದರೆ , 

. . . 16a² 

_ P³ + ² = 9 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
ದತ್ತ ಹೃದ್ವಲಯದ - r ಸಮಿಾಕರಣವು = 2aÉ . 

(ಉದಾ. 5 , ಅಭ್ಯಾಸ 8). 
: P= 77= ( 2ar)* 

- 4a 8 . 
- = 3 ಕಾಸ್ ?' 

ಈಗ P, ಬಿಂದುವು (Ty , ) 

ಆದರೆ, P , ಬಿಂದುವು 
ಕೃತಿ 12- 3 

- ( re 8 + 1809 ) . 
ಆಗುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 12 - 3). 


೨a 
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1642 


+ P = 9 


5 . 


1 d೭ ] ay² 
p = ಕೊಸೆಕ್ 


ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


dy 


= ಕಾಟ್ 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 8 ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸಿದರೆ, 

- - ಕೊಸೆಕ್ , 

* 48 
ಆದರೆ, dy | ds = ಸೈನ್ , ಮತ್ತು del / d8 = 1/ . 


dy 


as - 


6, dy| da ಮತ್ತು dy/dx* ಗಳಿಗೆ 3, 58. 21 ಮತ್ತು 
ಉದಾ. 3 , ಅಭ್ಯಾಸ 8 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೂಪಗಳನ್ನು ( 2 ), $ 12.4 
ರಲ್ಲಿ ಉಪಯೋಗಿಸಿ , ಪ್ರವಣತೆಯ ? – 8 ರೂಪವನ್ನು [ ( 6), $ 12 :4 ] 
ಪಡೆಯಿರಿ. 


Y 


12. 5. ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳ ( circle of curya 
ture ). 

ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವನ್ನು 
$ 12.4 ರಲ್ಲಿ ನಿರೂಪಿಸಲಾಗಿದೆ, ಈಗ ಆ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ 

ಮೊದಲು , ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರದ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳನ್ನು ಪಡೆಯೋಣ. 
ದತ್ತ ಬಿಂದುವು ( x, 9 ) , ಮತ್ತು ತದನುಗುಣವಾದ ಪ್ರವಣತಾ 
ಕೇಂದ್ರವು C ( a, B ) ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. C ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದು 
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ವಿನ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ, ಆ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಧನ ದಿಶಿಯನ್ನು 
ಗೌರವಿಸಿ ( + 90 ) , ನಷ್ಟು ದೂರದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ ( $ 12 .4 ) . 

ಆದ್ದರಿಂದ > ೦ ಆದಾಗ, PC 
ಎಂಬ ದಿಕ್ಕು OX ದಿಕ್ಕಿಗೆ 

೩ + 90° ಕೋನದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ 
T ( ಆಕೃತಿ 12 - 4 ), ಮತ್ತು 

| P | = ೦ ಆದ್ದರಿಂದ, 


ಕಾಸ್ ( 4 + 90° ) . 
೪ + 9 

8 - Y 

* * ಸೈನ್ + 91° ) – P - 
+ ಕೃತಿ 12 - 4 ಮತ್ತೆ , < 0 ಆದಾಗ, PC ಎಂಬ 

* ದಿಕ್ಕು OX ದಿಕ್ಕಿಗೆ - 90° 
ಕೋನದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 12- 5), ಮತ್ತು | P ) = - P. 
ಆದ್ದರಿಂದ, 
a - 1 

8 - Y 
ಕಾಸ್ ( } - 9 

* - 9 ) 


ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ಎರಡು 
ಪಕ್ಷಗಳಲ್ಲೂ , ಪ್ರವಣತಾ | 
ಕೇಂದ್ರದನಿರ್ದೆಶಕಗಳು 
C = ೫ - ಸೈನ್ ; 
B = ೪ + pಕಾಸ್ : 


ಈಗ, 


0 | 


ಟ್ಯಾನ್ = Y'. 


ಆಕೃತಿ 12- 5 
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- v (1 + 


: ಸೈನ್d:= 


? 


3 / 2 


ಅಲ್ಲದೆ, 


= 1+ y 12 


ಕಾಸ್ = 

* 4 ( 1 + 2)' 
ಅಲ್ಲದೆ, 

[(2), $ 12.4]. 
ಈ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು (i) ರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸಿದರೆ, 

1 = - Y' - ; B = Y + T .... ( i) 
ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿ, ಪ್ರವಣ ತಾ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವು 

. ( - a) + ( ೪ - 832 = P* .... ( iii ) 
ಒಂದು ವರ್ತುಳವು ಮೂರು ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಂದ ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ವಾಗುತ್ತದೆ. ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವು, (i) P ಎಂಬ ದ ಬಿಂದುವಿನ 
ಮುಖಾಂತರ ಸಾರಬೇಕು, ( ii ) P ಎಂಬಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸ 
ಬೇಕು , ಮತ್ತು ( iii ) P ಎಂಬಲ್ಲಿ ೩೬] ds ನ ಬೆಲೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಗೂ 
ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳಕ್ಕೂ ಒಂದೇ ಆಗಿರಬೇಕು ಎಂಬ ಮೂರು ನಿಬಂ 
ಧನೆಗಳಿಂದ ನಿರೂಪಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ಆದರೆ, ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವನ್ನು 
ಇತರ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಂದಲೂ ನಿರ್ಣಯಿಸಬಹುದು, ಅವುಗಳನ್ನು ಈಗ 
ವಿಚಾರಿಸೋಣ. 

(1 ) ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P ( r = xi) ಎಂಬುದು ದತ್ತ 
ಬಿಂದು , ಮತ್ತು Q = + n ) ಎಂಬುದು 
ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದು ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ 
( ಆಕೃತಿ12 - 6), ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
PN / ಮತ್ತುQN' ಎಂಬ ಲಂಬರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ 
B ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ, ಆಗ & 

x0 
) ಆದಂತೆ 
B ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣ ತಾ ಕೇ೦ದ್ರ 
ವಾದ C ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ. ಹೇಗೆ 
ದರೆ , PN ಮತ್ತು QN ' ಎಂಬ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಸಮೀಕರಣಗಳು 


284 


ಅ ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


ಮತ್ತು 


( Y - 9 ) ಟ್ಯಾನ್ + ( x - x ) = 0 ... ( iv ) 

[ Y - (9 + by ] ಟ್ಯಾನ್( + 86) 

- + [ x - ( + )] = 0. 
ಈ ರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ , 

( - 9 )[ ಟ್ಯಾನ್ ( + + 84) – ಟ್ಯಾನ್ ] 

- by ಟ್ಯಾನ್ ( + + 84) - 8 = 0 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 8x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, 8X = 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, 

(೪ - ಬ್ಯಾನ್ - ಟ್ಯಾನ್ 4- 1 =0. 
ಆದರೆ, ಟ್ಯಾನ್ y = ' ಆದ್ದರಿಂದ, 

9 - 1 + y 
- 9 – 9 = 

+ 1 + 9 . 

• 9 = ೪ + - 
ಈಗ ( iv ) ರಿಂದ , 
- ೫ = - 1 + 91) 

- ; . . ೫ = * - 9 ' 


1 + y 


೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಈ ಬೆಲೆಗಳು B ಬಿಂದುವಿನ ಖರಿವಿತಿಯಾದ C 
ಬಿಂದುವಿನ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು , : ಮೇಲಿನ ( ii ) ರಿಂದ, C ಬಿಂದುವು 
P ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವಾಗಿದೆ. 
- ಹೀಗೆ, B ಬಿಂದುವಿನ ಪರಿಮಿತಿಯಾದ G ಬಿಂದುವನ್ನು ಕೇಂದ್ರ 
ನಾಗಿಯೂ , CP ಯನ್ನು ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಉಳ್ಳ ವರ್ತುಳವು P ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವಾಗುತ್ತದೆ, ಎಂದರೆ, ಕೇಂದ್ರ B , ಮತ್ತು 
ತ್ರಿಜ್ಯ BP ಉಳ್ಳ ವರ್ತುಳದ ಪರಿಮಿತಿಯು P ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣತಾ 
ವರ್ತುಳವಾಗುತ್ತದೆ, 
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( 2) ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳ ವನ್ನು ಇನ್ನೊಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ನಿರ್ಣ 
ಯಿಸಬಹುದು. P ಎಂಬ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನ ಸವಿಾಪದಲ್ಲಿ , ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ, O , R ಎಂಬ ಇನ್ನೆ 
ರಡು ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು , ಈ 
ಮೂರುಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವ 
ವರ್ತುಳವನ್ನೆಳೆಯೋಣ( ಆಕೃತಿ 12 - 7). 
PQ , QR ಎಂಬ ಛೇ ದ ಕ ಗ ಳ , 
(secants ) June 2008 Miesto L , M 
ಆದರೆ, L , M ಬಿಂದುಗಳಿಂದ ಈ ಛೇದಕ 
ಗಳಿಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸರಳ 

“ ಕೃತಿ 12 - 7 
ರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ A ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವೇ ಈ ವರ್ತುಳದ ಕೇಂದ್ರ . ಈಗ P , Q ಬಿಂದುಗಳು 
( x , ೪ ) ಮತ್ತು ( x + 6 , 9 + 8 ) ಆದರೆ, LA ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣವು 
( x – ) + ( 9 - = ( * - 11 + 8x² + ( ೪ - Y1 + 89², 
ಎಂದರೆ , 2( x – ೫ )ಃಖ + 2Y - 31) by = ( 8 ) + ( 89 ) . 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 8x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ , 8೩ > 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , 

( x – + 9 - 9 ) ' = 0 . 05 
ಆದರೆ ಈ ಸವಿಾಕರಣವು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 
ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣ, ಆದ್ದರಿಂದ 2 ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಸವಿಾಪಿಸಿದಂತೆ , LA ರೇಖೆಯ ಪರಿಮಿತಿಯು P ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬ ರೇಖೆಯಾಗುಗತ್ತದೆ. ಇದೇ 
ರೀತಿ, Qಬಿಂದುವು ಸ್ಥಿರವಾಗಿದ್ದು R ಬಿಂದುವು Q ಬಿಂದುವನ್ನು 
ಸವಿಾಪಿಸಿದರೆ, ಆಗ MA ರೇಖೆಯ ಪರಿಮಿತಿಯು 2 ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬ ರೇಖೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಆದರೆ , ದತ್ತ 
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ರೇಖೆಗೆ PM , ೪ ), Qx + 8 , 9 + 8Y ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ 
ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನ ಪರಿಮಿತಿಯು P 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವೆಂದು ಮೇಲೆ(1 ) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ PQR ಎಂಬ ವರ್ತುಳದ ಪರಿಮಿತಿಯು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವಾಗುತ್ತದೆ. 

( 3) ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವನ್ನು ಇನ್ನೂ ಒಂದು ರೀತಿಯಲ್ಲಿ 
ನಿರ್ಣಯಿಸಬಹುದು , ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸು 
ವುದೇ ಅಲ್ಲದೆ, ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 4³g /dx² ನ ಬೆಲೆಯು ರೇಖೆಗೂ , 
ವರ್ತುಳಕ್ಕೂ ಒಂದೇ ಆಗಿರುವಂತೆ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ವರ್ತುಳವಿರುತ್ತದೆ. 
ಆ ವರ್ತುಳವೇ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳ, ಏಕೆಂದರೆ, 
ಆಗ ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ರೇಖೆಗೂ , ವರ್ತುಳಕ್ಕೂ / ds ನ ಬೆಲೆ ಒಂದೇ 
ಆಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ಪ್ರವಣತೆಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪದಿಂದ 
[ (2), $ 12.4] ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. 

ಸ್ಪರ್ಶದ ಅಧಿಷ್ಠಾನ ( order of contact). 

Y = f ( x ) , ೪ = d ( x ) ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಿಗೆ P ( x = ) . 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f( x ) = d ( x ) ಆದರೆ, ಆಗ ಆ ರೇಖೆಗಳು P 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. ಮತ್ತೆ f( x ) = 6( M ) ಮತ್ತು 
f ( x = 6'( c ) ಆದರೆ , ರೇಖೆಗಳು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಪರ್ಶಿ 
ಸುತ್ತವೆ. ಒಂದು ವೇಳೆ f(x ) = 6( ) , f ( x ) = ¢ ( m ) 
ಮತ್ತು f "( ) = 6 '( x ) [ ಆದರೆ } ( x ) ¢ "( x )] ಆದರೆ, 
ಆಗ P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆ ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶವು ವಿಶೇಷ ರೀತಿಯದು; 
ಅದು ಎರಡನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಸ್ಪರ್ಶ (contact of the 
second order ) ಅಥವಾ ತ್ರಿ - ಬಿಂದು ಸ್ಪರ್ಶ (three - pointic 
Contact) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ , P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
f( ) = ( x ), f '( * ) = ¢'( x ) , . . . , f ( ) = 6³ ( ) 
ಆದರೆ 

Fa+ ( c ) 6 +1( x ) . 
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ಆಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆ ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶವು ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾ 
ನದ ಸ್ಪರ್ಶ ಅಥವಾ( n + 1) - ಬಿಂದು ಸ್ಪರ್ಶ ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

ಆದ್ದರಿಂದ, ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಪ್ರವಣತಾ 
ವರ್ತುಳವು ಆ ರೇಖೆಯನ್ನು ಆ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. ಒಂದು ವರ್ತುಳವುಮೂರು ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಬಂಧನೆಗಳಿಂದ 
ನಿಯತವಾಗುವುದರಿಂದ, ವರ್ತುಳದ ಸ್ಪರ್ಶದ ಅಧಿಷ್ಠಾನವು ಎರಡಕ್ಕಿಂತ 
ಹೆಚ್ಚಿನದಾಗಿರುವುದು ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲ, ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ದತ್ತ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವರ್ತುಳಗಳ ಪೈಕಿ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದ 
ಸ್ಪರ್ಶವೇ ಅತ್ಯಂತ ನಿಕಟವಾದ ಸ್ಪರ್ಶ ( closest Contact ). 

ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವನ್ನು ಈ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ಅವಲೋಕಿಸಿ, ಅದರ 
ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು ತ್ರಿಜ್ಯಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ, Y = f( ) 
ಎಂಬ ದ ರೇಖೆಯನ್ನು ದತ್ತ ಬಿಂದು = ೫ ನಲ್ಲಿ ಎರಡನೆಯ 
ಅಧಿಷ್ಠಾನದಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವು = 6( ) 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಮತ್ತು ೪ = d ( x) ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 

( - a)² + ( ೪ - 8)' = ' . 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ. ಈ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ೫ ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ 
ಅಂತರಿಸಿದರೆ , 

( x - q) + ( ೪ - 8) ¢ '( ) = 0 ; 
ಪುನರಂತರಣದಿಂದ, 

1 + [¢'(x)] + ( - 8)¢ '( ) = 0. 
ಆದರೆ, 
6(* ) =jx, , 6'(x ) = ( x ) ಮತ್ತು 6"(x ) = f"( ) 
ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿದೆ ಆದ್ದರಿಂದ | 

( ೫ a) + (9 * 81j '( = ) = 0, 
ಮತ್ತು 1 + [ f ( x )] + (9 - 9) f"( ) = 0 . 
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ಈ ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ೮, 8 ಗಳಿಗೆ ಬಿಡಿಸಿದರೆ (solve), 


2 


. 


ಸಂಗತ !' = f (x ; y = f"(x , 
ಅಲ್ಲದೆ, p² = ( – q)² + ( - 8) _ (1 + Y ) 
d, B ಮತ್ತು E ಗಳಿಗೆ ಈ ವ್ಯಕ್ತಕಗಳನ್ನು ( expressions ) ಈ 
ಮೇಲೆ ಇನ್ನೊಂದು ವಿಧಾನದಿಂದ ಪಡೆಯಲಾಗಿದೆಯಷ್ಟೆ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . 3 = x3 - 9 + 13 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ( 2, 1) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನೂ , ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದ ಸಮೀರಾ 
ಕರಣವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

- ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ Y' = 1, ಮತ್ತು " = 4. 
: ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯ = | ) = (1 + 9 ) / | 


TV2 | 


2 3 
= 2' 


ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು (a, 8) ಆದರೆ , ಆಗ 

1 + Y 3 1 + 
= " = 2 p = 9 + g ' 
.: ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದ ಸವಿಾಕರಣವು 

- ( - ) + (9 - ) = } ; 
ಎಂದರೆ, x² + Y – 3 – By + 4 = 0 . 


19 ] 
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0 


2 


| 


2 . ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವ ಒಂದು ರೇಖೆಗೆ 
ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ - ಅಕ್ಷವು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಅಲ್ಲಿನ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು 

| | = | ಪರಿಮಿತಿ , 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, (ನ್ಯೂಟನ್ ). 
- ದತ್ತ ರೇಖೆಯಮೇಲೆ 0 ಬಿಂದುವಿನ ಬಳಿ P ( , ೪) ಎಂಬ 
ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ೫ - ಅಕ್ಷವನ್ನು 0 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುವ ಮತ್ತು P 
ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವ 
ವರ್ತುಳವು ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ ( ಆಕೃತಿ 
12 - 8). ಈ ವರ್ತುಳವು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ 0 , 0 , P ಎಂಬ 
ಮೂರು ಬಿಂದುಗಳ ಮುಖಾಂತರ 
ಸಾರುವುದರಿಂದ, P ಬಿಂದುವು 0 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಸವಿಾಪಿಸಿದಂತೆ ಈ 
ವರ್ತುಳದ ಪರಿಮಿತಿಯು 0 ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವಾಗುತ್ತದೆ. 
ಈಗ PM ರೇಖೆಯು 9 - ಅಕಕ್ಕೆ - ಆಕೃತಿ 12 - 8 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟರೆ, PM = OM - MA. 
. MA = */ Y , , 2 - > 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ 

MA -> 2 | | . 
ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ, ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
Y -- ಅಕ್ಷವು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 

| P | = | ಪರಿಮಿತಿ | 


> >ಂ 23 | , 
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3, ದತ್ತ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ ಧ್ರುವದ ಮುಖಾಂತರ 
ಸಾರುವ ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕದ ( chord of curvature passing 
through the pole ) ಉದ್ದವು | 2 ಸೈನ್d | , ಎಂದರೆ 

dr 
| 2pa , ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

ಆಕ್ಷತಿ 12- 9 ರಲ್ಲಿ PQ ಎಂಬ ಛೇದಕದ ಉದ್ದವನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾಗಿದೆ. 


PQ = | PR ಕಾಸ್ ( RPQ | 

= | 20 ಕಾಸ್ ( 90° - 6) | 
= | 20 ಸೈನ್¢ || 
= |2 ; 
= | 24 , 
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12. 6, ನಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗಳು ( evolutes ). 

P ಎಂಬ ಪ್ರಚಲಿತ ಬಿಂದುವು ಒಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ಅನುಸ 
ರಿಸಿದಂತೆ ಅದರ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವಾದ C ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಅನುಸರಿ 
ಸುವ ಪಥವು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ನಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ ( ತಂತುಜನಕ ರೇಖೆ, 
evolute ; that which evolves) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆ 
( ತಂತುಜನಿತ ರೇಖೆ, involute) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 

* ಈಗ, ದತ್ತ ರೇಖೆಗೂ ಅದರ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೂ ಇರುವ ಮುಖ್ಯ 
ವಾದ ಎರಡು ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. 

- (i) ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಅದರ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತವೆ. 
ಈ ಸಾಧನೆ : Y = f( ) ಎಂಬ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ P( ೩ , ) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು C ( G , 8 ) ಆದರೆ, ಆಗ 

- a = * – P ಸೈನ್ , ಮತ್ತು = ೪ + 0 ಕಾಸ್‌y . 
f( ) ರೇಖೆಯ ಕಂಸಾಂಶವು ds ಆದರೆ, ಆಗ 
da dx 

del de . . 
ds = ds – ಕಾಸ್ + a - ಸೈನ್ ; 


= - ಸೈನ್ | 


dß _ dy - popoldst 
dsº 


ಮತ್ತು 


= 


- ಸೈನ್ 


de de 

+ ಕಾಸ್ 


- 


de 
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dy - ಸೈನ್ ; 


ds 


] 


ಈಗ, ಭಾಗಹಾರದಿಂದ 


dß _ 


d = - ಕಾಟ್ . 


ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು = d ( x ) ಆದರೆ , C ( d , 3 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು ( slope) dB/ da ಅಲ್ಲದೆ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ P 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ ಪಾತವು ( - ಕಾಟ್ ). 
ಆದ್ದರಿಂದ y = fx) ಎಂಬ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ P ( x, ೪) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬರೇಖೆಯು } = ( ) ಎಂಬ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು C ( G, 8) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 

- ( i ) ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಕಂಸಾಂಶವು ds, ಮತ್ತು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಪ್ರವಣತೆಯು 1/P. ಆದರೆ , ಆಗ 

( ds) = ( d ) . 
ಸಾಧನೆ : ಮೇಲೆ (i) ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, 
da = - ( JP4 )dP ; JOB dß = ( 737•4 )dp . 

( ds ) = (da )' + ( dB) = dp) . 
O FOI 303 ) ( evolving thread ). 

ಮೇಲಿನ ಸಂಬಂಧಗಳನ್ನು ಒಂದು ತಂತುವಿನ ದಾರದ) ಮೂಲಕ 
ಚಿತ್ರಿಸಬಹುದು. ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೆ C , C , C , C , C . . . ಎಂಬ 
ದಾರವನ್ನು ಅಳವಡಿಸಲಾಗಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 12- 10). 
ಆ ರೇಖೆಯಿಂದ ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ CP ಎಂಬ ದಾರದ ಭಾಗವು ಆ 
ರೇಖೆಯನ್ನು G ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. P, ಎಂಬುದು ದಾರದ 
ಮೇಲೆ ಇಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಒಂದು ಚುಕ್ಕೆ ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ದಾರವನ್ನು 
ಸದಾ ಬಿಗಿಯಾಗಿರುವಂತೆ ಹಿಡಿದು, ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯಿಂದ ಕ್ರಮೇಣ 
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ಬಿಡಿಸುತ್ತ ಹೋದರೆ , ಆಗ P ನ ಪಥವು PPP, , , , ಎಂಬ 
ರೇಖೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯಿಂದ 

ದಾರದ 
ಭಾಗವು ಯಾವಾಗಲೂ ಆ ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು 
PPP ....ರೇಖೆಗೆ ಲಂಬದಲ್ಲಿ 
ರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ CCC .... 
ರೇಖೆಯು ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ, 
ಮತ್ತು PP, P ....ರೇಖೆಯು 
ವಿಕಾಸಂನ್ಯ ಅಥವಾ ತಂತು 
ಜನಿತ ರೇಖೆ ಮತ್ತೆ Q , 
ಎಂಬುದು ತಂತುವಿನ ಮೇಲೆ 
ಇಡಲ್ಪಟ್ಟ ಇನ್ನೊಂದು ಚುಕ್ಕೆ ೩ | 

Gಕೃತಿ 12 - 10 
ಯಾದರೆ , ಆಗQQQ .... 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು CCC .. ರೇಖೆಗೆ ಇನ್ನೊಂದು ವಿಕಾಸ ಜನ್ಯ 
ರೇಖೆಯಾಗುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆ CCC .... ಎಂಬ ಒಂದುರೇಖೆಗೆ ವಿಕಾಸ 
ಜನ್ಯ ರೇಖೆಗಳು ಅಸಂಖ್ಯಾತವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ಆ ರೇಖೆಗಳೆಲ್ಲವೂ ಪರಸ್ಪರ 
ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುತ್ತವೆ. ಮತ್ತೆ CC, C . . . ರೇಖೆಯು 
P P , P . . . ರೇಖೆಯ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರ ಪಥವಾದ್ದರಿಂದ, 
PC = PA , PC, = , ಇತ್ಯಾದಿ. CC, ಎಂಬ ಕಂಸದ ಉದ್ದವು 
P - Pq ಎಂಬ ಅಂಶವು ತಂತುವು ಬಿಡಿಸಲ್ಪಡುತ್ತಿರುವ ವಿಧಾನದಿಂದ 
ಸ್ಪಷ್ಟವಾಗಿದೆ. ಈ ತಂತುವಿಗೆ ವಿಕಾಸತಂತುವೆಂದು ಹೆಸರು . 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 . X = at , ೪ = 2at ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ( parabola ) 
ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

dy 1 4²9 - 1 
de= t . dx2 = 2ať 
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1 + ?' 


– = 3at + 24 


B = ೪ + - 


೨ 


= - 2at? 


– 


2qt3 


Y ” 


ಈ ಎರಡು ಸವಿಾಕರಣಗಳಿ೦ದ 6 ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 

27aB² = 4( a - 2a)? 
ಎ೦ಬ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, ಇದರಲ್ಲಿ 4 , 8 ಗಳಿಗೆ ಬದಲು 
೫ , ೫ ಹಾಕಿದರೆ 

27ay = 4( x – 2a ) 


ಆಕೃತಿ 12 - || 
ಎಂಬ ವಿಕಾಸ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
- ಇದೊಂದು ಘನಾರ್ಧ ಪರಿಕ್ಷೇಪ (semi-cubical parabola) 
( ಆಕೃತಿ 12 - 11 ). 

2 . C = ೧ ಕಾಸ್ 8, Y = 6 ಸೈನ್ ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ರಿಯ 
( ellipse ) ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
do 6 

d2 

h 
= - ಕಾಟ್ 6 ; = - qಸೈನ್ ' 
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1 + 42 


1 = - Y ' 


!! 


= 4 ಕಾಸ್೧ - ಕಾಸ್d (a'ಸೈನ್ 0 + b-ಕಾಸ್‌0) . 


Q 


QQ = ( a - 62) 
ಹೀಗೆಯೇ 68 = - ( ² – 6² ಸೈನ್30 
ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 8ನನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ 

( aq )2/3 + (68):13 = (a - b9) 13 
ಎಂಬ ಸಂಬಂಧವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


* ಕೃತಿ 19 -12 
ಇದರಲ್ಲಿ 4, 8 ಗಳಿಗೆ ಬದಲು X , Y ಹಾಕಿದರೆ , 

( x) /3 + (by 213 = (@² – 6² 213 
ಎಂಬ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 12 - 12). 

3. ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಕಂಸದ 
ಉದ್ದವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಆಕೃತಿ 12 - 12 ರಲ್ಲಿ A , B ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರಗಳು 
A , B ,. : AA, = leal, 3083 , BB , = | PBT 
. . | Pe | - | | = ಕಂಸ BA . . . ಸಮಸಂಗತಿಯಿಂದ 
(Symmetry ), ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಇಡೀ ಕಂಸದ ಉದ್ದವು 
4 | Ps | - | PA 1 ) ಆಗುತ್ತದೆ. ಈಗ = ೧ಕಾಸ್‌0, 
Y = .6 ಸೈನ್ ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

_ p = ( a² ಸೈನ್°0 + 6² ಕಾಸ್20 )3/2 


A ಬಿಂದುವಿಗೆ 8 = 0 , " | | = 6 : / a , ಮತ್ತೆ . B ಬಿಂದುವಿಗೆ 
6 = 7 / 2 , ³ | Ps = a² /6 , ². ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಕಂಸದ 


ಉದ್ದವು 


4 6 


d ) . 


4 . X = d( 0 - ಸೈನ್ ), Y = al1 - ಕಾಸ್‌0) ಎಂಬ 
ಚಾಕ್ರೇಯದ ( cycloid ) ವಿಕಾಸ ರೇಖೆಯು X = d( 0 + ಸೈನ್ ), 
} = - 0 (1 - ಕಾಸ್ ) ಎಂಬ ಇನ್ನೊಂದು ಚಾಕ್ಕೇಯವೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ . 


= ಕಾಟ್ : 4 = 40ಸೈನ್ 


) 


A 


* 


2 - 13 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 

297 
a = d® – ಸೈನ್ ) + 20 ಸೈನ್d = a + ಸೈನ೦) ; 
_ 8 = (1 – ಕಾಸ್ ) - 2q ( 1 - ಕಾಸ್ ) = - 4( 1 – ಕಾಸ್‌0). 
- ಆಕೃತಿ 12 13 ರಲ್ಲಿ - ಅಕ್ಷದ ಮೇಲುಭಾಗದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ 
ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆ, ಕೆಳಭಾಗದಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ ರೇಖೆಯು ವಿಕಾಸಿ 
ರೇಖೆ. ಈ ಎರಡು ಚಾಕ್ರೆಯಗಳಿಗೂ ಆಧಾರ ಚಕ್ರದ ತ್ರಿಜ್ಯವು ( @) 
ಒಂದೇ [(4) ; $ 16.3]. 

5. ಒಂದು ಹೃದ್ರಲಯದ ( cardioid ) ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು 
ಇನ್ನೊಂದು ಹೃದ್ರ ಲಯವೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

ದತ್ತ ಹೃದ್ವ ಲಯವು = a (1 + ಕಾಸ್‌0), | 6 | ST, 
ಎಂದೂ , ಅದರ ಮೇಲೆ Pr, 8), ಎಂಬುದೊಂದು ಬಿಂದುವೆಂದೂ 
ಭಾವಿಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 12 -14), P . 
ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣ ತಾ ಕೇಂದ್ರವು C 
ಆದರೆ, ಆಗ 


40 
PC = | p { = ಕಾಸ್ 

- 

- 
( ಉದಾ. 4 , $ 12 .4) . ಆದ್ದರಿಂದ 
A ( 8 = 0) ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣತಾ 
ಕೇಂದ್ರವು 0 ಆದರೆ, 

* ಕೃತಿ 12 - 14 
- AO' = 4a/ 3. : 00' = 2a/ 3 = OA/3. 
ಅಲ್ಲದೆ 0 ಎಂಬ ಧ್ರುವಕ್ಕೆ 8 = ಆದ್ದರಿಂದ ಅಲ್ಲಿ = 0 . : 0 
ಮತ್ತು 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯಮೇಲಿವೆ , ಈಗ 
ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೆ 0 ' ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರುವವನ್ನಾಗಿಯೂ O' A 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ, ಆಗ C 
ಬಿಂದುವು (r', 01 ) ಆದರೆ, r' = 0C ಮತ್ತು ' = AO C. 
ಈಗ = 6 ಎಂದು ತೋರಿಸೋಣ. 
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/ OPC = OPT - CPT = ¢ - 90° = 6 / 2. 
ಈಗ C ಮತ್ತು 0 ! ಬಿಂದುಗಳಿಂದ CM , ON ರೇಖೆಗಳು OP ಗೆ 
ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. ಆಗ 

CM = PC ಸೈನ್ಸ್ - ಕಾಸ್ಟ್ ಸೈನ್ಸ್ - 5 ಸೈನ್ ; 
ಮತ್ತು ON = 00' ಸೈನ್ = 2 ಸೈನ್ . 
:: CM = O 'N . Sseu CM ||O 'N . :: O 'C||OP. 

0' = | AOC = | AOP = 0. 
ಮತ್ತೆ r' = 0C= NM = OP - ON - MP 

= OP – 00' ಕಾಸ್d - PC ಕಾಸ್6/ 2 
= 4(1 + ಕಾಸ್‌9) - ಕಾಸ್ - ಕಾಸ್‌0 

= (1 - ಕಾಸ್ರಿ )= 1 - ಕಾಸ್6 ). 
.. O' ಬಿಂದುವನ್ನು ದ್ರವವನ್ನಾಗಿಯೂ O ' A ರೇಖೆಯನ್ನು ಆದಿ 
ರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣವು 

r = 1 - ಕಾಸ್ ) 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಇದೂ ಒಂದು ಹೃದ್ವಲಯವಷ್ಟೆ . 

6, 8 = (r – ) - ಕಾಸ್ -14 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 1 = ( ಎಂಬ ವರ್ತುಳದ ವಿಕಾಸ ಜನ್ಯರೇಖೆ 
(involute ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
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ವಿಕಾಸ ತಂತುವಿನ ವಿಧಾನವನ್ನನುಸರಿಸೋಣ. ದತ್ತ ವರ್ತುಳದ 
ಕೇ೦ದ ಮತ್ತು ೩ಜ . OX ಎಂಬ ಆದಿ ರೇಖೆಯು ವರ್ತುಳ 
ವನ್ನು A ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ ( ಆಕೃತಿ 12-15). A ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ ಸುತ್ತಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಒಂದು ವಿಕಾಸತಂತುವು A ಬಿಂದುವಿನಿಂದ, 


* * • 15 - 
ಸದಾ ಬಿಗಿಯಾಗಿರುವಂತೆ , ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸಲ್ಪಡುತ್ತಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ 
AQ ಕಂಸದಷ್ಟು ತಂತುವನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕಿಸಿದಾಗ, ತಂತುವಿನ ಸ್ಥಾನವು 
QP ಆದರೆ, ಆಗ P ಬಿಂದುವು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಯಮೇಲಿರುತ್ತದೆ 
ಯಷ್ಟೆ . QP ರೇಖೆಯ ವರ್ತುಳವನ್ನು Q ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 
P ಬಿಂದುವು ( r , 8 ) ಆದರೆ, OP = 1 ಮತ್ತು AOP – 0 . 
ಈಗ | AOQ = } ಆದರೆ, PQ = ಕಂಸ AQ = a°b . ಅಲ್ಲದೆ, 

PQ² = 12 - 0², ³, 4 = [ N ( x2 - a ) / a . 
ಮತ್ತೆ / POQ = 6 ಆದರೆ, 6 = ಕಾಸ್ -1(a/r). 
' ® = - 4 - (r - a ) a 

- a 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ: ಇದು ವಿಕಾಸ ಜನ್ಯರೇಖೆಯ ಧ್ರುವೀಯ ಸವಿಾಕರಣ. 
- ಈ ರೇಖೆಯ 1 - 6 ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಆಕ್ಷತಿ 12 -15 ರಿಂದ ಸುಲಭ 
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ವಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ , PT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ 
OM ಎಂಬ ಲಂಬವನ್ನೆಳೆದರೆ , ಆಗ OM = p. ಈಗ, OMPQ 
ಎಂಬ ದೀರ್ಘ ಚತುರಸ್ರದಿಂದ (ಆಯ , rectangle), 

= p² + 2 
ಎಂಬ - 1 ಸವಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 


ಅಭ್ಯಾಸ 12 
1 . Y = (1 - x ) ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ( 1 , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿ 
ನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನೂ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

. 2 . X( c + 3y) = 3 + 2y² ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ 2, 1) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆಯನ್ನೂ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವನ್ನೂ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ, 

3 . Y = ೩ + 3² – ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಮೂರು ದಶಮಾಂಶ ಸ್ಥಾನಗಳವರೆಗೆ ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ. 

4 . ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ದತ್ತ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 

1) ² = 4ax , ( 0, 0) ; 
ii) •x + vy = 1 , , 2) : 

- / 3a 3a \ 
iii ) ² + y = 3xY ( 2) , 2 ; 
iv ) } = er , (0, 1) ; 
v ) x = ( @ – ಸೈನ್ ), Y = a1 - ಕಾಸ್ ), ಬಿಂದು 6. 
vi) X = 0 ಕಾಸ್ , 9 = ೧ ಸೈನ್ , ಬಿಂದು . 
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5, 279² - 4( x – 2) ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ( 5 , 2) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತೆ, ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯ , ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರ ಮತ್ತು 
ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

6 , 2 = - + 4 – 2 ಮತ್ತು 24 = 2 - 4x + 2 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ X = 2 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳವು ಒಂದೇ 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

7. ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ (parabola ) ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು ದತ್ತ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ದಿಕ್ ಸ್ತಂಭದ ( directrix ) ವರೆಗಿನ ಲಂಬ ರೇಖಾ 
ಖಂಡದ ಎರಡರಷ್ಟಿರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 

8, y² = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ನಾಭಿಗತ ಛೇದಕವೊಂದರ 
(focal chord ) ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು 
P1 , P . ಆದರೆ, 

- + - = ( 2a 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

9. + ಎಂಬ ಅವಲುಸ್ತಿಯಲ್ಲಿ ( ellipse) ಗರಿಷ್ಠ 
ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧವು ab ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

10. + = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಸ್ತಿಯಲ್ಲಿ C ಎಂಬ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ CP , CD ರೇಖೆಗಳು ಅನುಬದ್ಧ ವ್ಯಾಸಾ 
ರ್ದಗಳಾದರೆ ( semi -conjugate diameters), P ಬಿಂದುವಿನ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು CD /ab ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಅಲ್ಲದೆ, P , D 
ಬಿಂದುಗಳ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯಗಳು , P, ಆದರೆ, 

(ab )* * + ) = + 6² 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , 


2 


. 


2 


CON 


co/49 
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11 . Y = c ಕಾಷ್ ( x/ c) ಎಂಬ ತಂತ್ರೀ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 
( Cantenary ) ಪ್ರವಣ ತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು ದತ್ತ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ x - ಅಕ್ಷದ 
ವರೆಗಿನ ಲಂಬ ರೇಖಾಖಂಡಕ್ಕೆ ಸಮವೆಂದು ತೋರಿಸಿ 


12, ( ಎ + ಏ = 1 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ( , y) ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು 

Bab(a + by)- 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

13, xY = c ಎಂಬ ಸಮಾತಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ (rectangular 
hyperbola) : 

2c² = ( x + 9² ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

14. ೪ = ಲಾಗ್ ಎಂಬ ಲಘುಮಿತಿ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ವಾದ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು (343)/ 2 ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

_ 15 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ನ ವ್ಯಕ್ತ 
ಕಗಳನ್ನು ( expressions ) ಸಾಧಿಸಿ : 

- ರೇಖೆ 
i) r(1 + ಕಾಸ್‌0) = 20 , 2r3/2/a /2 : 
ii ) r = 4 (1 + ಕಾಸ್ 8 ), 

( 2ar )1/2 ; 
iii ) r² = aಿಕಾಸ್‌20 , 

Q² / 31 ; 
iv ) 1 = ae ಕಾಬ್ , 

1 /² ; 
v ) rm = amismo, a "/[nn + 1)pm-1]. 
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16, = ಅ ಕಾಟ್ ಎಂಬ ಪರಿಭ್ರಮಿಯನ್ನು (spiral ) 
ಧ್ರುವದಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಒ೦ದು ದಿಗೇಖೆಯು P , P , P , , , , , 
P , , , , ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. P, ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವು , ಆದರೆ , 


ಲಾಗ್m 


೫ 


- ೧ 


ನ ಪ್ರಮಾಣವು ಸ್ಥಿರಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

17 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಧ್ರುವಸಾರಿತ ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕ 
ವನ್ನು (chord of curvature through the pole ) 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 

(i) r = 4( 1 + ಕಾಸ್‌0) ; ( ii ) = ರಿಕಾಟ್ 

18 . Y = ( ಲಾಗ್ ಸೆಕ್ ( ca) ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ೪ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕವು ಸ್ಥಿರಲಾಂಬಿ ( of con 
stant length) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 


19 . ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ( parabola ) ನಾಭಿಸಾರಿತ ಪ್ರವಣತಾ 
ಛೇದಕವು ( chord of curvature through the focus ) 
ರೇಖೆಯ ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕಕ್ಕೆ ಸಮವಾ 
ಗಿರುತ್ತದೆಯೆಂದೂ , ಅದರ ಉದ್ದವು ನಾಭಿಯಿಂದ (focus) ದತ್ತ 
ಬಿಂದುವಿನ ದೂರದ ನಾಲ್ಕರಷ್ಟಿ ದೆಯೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ, 
- 20 y = 40 ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಗಳನ್ನು 
ಸಾಧಿಸಿ : 


1) - 244( + a) ; 


Noles 


a 


ii ) ದತ್ತ ಪರಿಕ್ಷೇಪವು ತನ್ನ ವಿಕಾಸಿರೇಖೆಯನ್ನು ( 80 , + 4a42) 

- ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ ; 
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iii ) ( 80 , + 4a42) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆ 

ಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ( 24 , + 242) 
- ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಲಂಬವಾಗಿವೆ ; 
iv ) ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೆ ( 20 , 0) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶ 

ರೇಖೆಯು ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬವಾಗಿದೆ ; 
v) ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ಅಂತರ್ಗತವಾಗಿರುವ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಕಂಸದ 

ಉದ್ದವು 44(33 - 1 ) . 


21 . + = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ತಿಯ ಅತಿರೇಕವು ( eccen 
tricity ) 1 / 2 ಗಿಂತ ಕಡಮೆಯಲ್ಲವಾದರೆ , ಅವಲುಪ್ತಿಯು ತನ್ನ 
ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು ಛೇದಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ . 

22 . = ct, Y = clt ಎಂಬ ಸನಾತಿಕ್ಷೇಪದ (x , 9) 
ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು ( , 8) ಆದರೆ, 

( + 8 = (1 +2 ) ; 3 - B = (1 - 2) 
ಎಂದೂ , ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು 

* ( x + 9)2/3 - ( - )2/3 = (4c) 213 
ಎ೦ದೂ ತೋರಿಸಿ, [ ಉದಾ. 3 , $ 13 .4 ನೋಡಿ]. 

- 23 . X = 0 ಕಾಸ್36 , 9 = ೧ ಸೈನ್ 30 ಎಂಬ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯಲ್ಲಿ 
( ೫, ೪) ಬಿಂದುವಿನ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು (a , 8) ಆದರೆ , 

+ 8 = 4( ಕಾಸ್ + ಸೈನ್d) , a – B = a ಕಾಸ್‌0 - ಸೈನ್ ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ; ಮತ್ತು ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು 

- ( + )2/3 + ( – ೪) 213 = 2213 
ಎಂದು ಅಭೂಹಿಸಿ ( deduce) . 
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35 
24 , ಒಂದು ನಾಕತ್ರಿಯ ( astroid ) ವಿಕಾಸಜನ ರೇಖೆಯು 
( involute) ಇನ್ನೊಂದು ಸಾಕ್ಷಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

* [(3), $ 16 .3 ನೋಡಿ 
]. 
25 . x = c ಕಾಸt + ಲಾಗ್ ಟ್ಯಾನ್ , 

Y = ಸೈನ್ 
ಎಂಬ ಪಥಾನುವರ್ತಿಯ ( tractrix ) ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು ೪ = 
C ಕಾಷ್ ( c) ಎಂಬ ತಂತ್ರೀರೇಖೆ ( Catenary ) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ , 
* 26 , ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು 

[ d²r² / dy ? d?p?/dx²7 

L ' dºr /dy2 , $ dy/d * * ] 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

27, P ನ ಈ ಕೆಳಗಿನ ವ್ಯಕ್ತಕಗಳನ್ನು ( expressions) 
ಸಾಧಿಸಿ : 

* ಕೋಸೆಕ¢ 


i) p = 1 + ( d6d8 )2³ 


11 ) P =if - 21stf + ffs 
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ಆಚ್ಛಾದಕಗಳು 

(envelopes ) 
13. 1 ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮಗಳು (systems of curves). 

f( x , Y , A ) = 0 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಸಿ ಎಂಬುದು ಪರಮಾನವಾದರೆ ( parameter), 
ಆಗ ಸಿ ಗೆ ಬೇರೆಬೇರೆ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಟ್ಟಂತೆ ಈ ಸವಿಾಕರಣವು ಬೇರೆ 
ಬೇರೆ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತದೆ ; ಎಂದರೆ, A ಪರಮಾನವಾದಾಗ 
f ( x, 9 , ಸಿ ) = 0 ಎಂಬುದೊಂದು ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮ , 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, m ಪರಮಾನವಾದಾಗ ೪ = mಖ ಎಂಬ ಸವಿತಾ 
ಕರಣವು ಮೂಲಬಿಂದು ಸಂಗತವಾದ ( concurrent ) ಒಂದು ಸರಳ 
ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮ . ಮತ್ತೆ ಪರಮಾನವಾದಾಗ ² = 4ax ಎಂಬು 
ದೊಂದು ಪರಿಕ್ಷೇಪ ಪ್ರಕ್ರನು (system of parabolas ). 


ಮತ್ತು 


- 13.2. ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯ ನಿರೂಪಣೆ. 

f( x, 9 , ಸಿ ) = 0 , 

f ( x , Y , A + 8A ) = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಛೇದಕ ಬಿಂದುವು Q ಆಗಿ , 8 >> 0 ಆದಂತೆ Q 
ಬಿಂದುವಿನ ಸರಿವಿತಿಯು P ಬಿಂದುವಾದರೆ , ಆಗ / 
P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 1 ( , 9 , ಸಿ) = 0 ಎಂಬ ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮದ 
ಆಚ್ಛಾದಕನೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. 


ಸಿದಂತೆ 
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ಉದಾಹರಣೆ 


m 


Y = 7nx + 
ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ 1 ಎಂಬುದೊಂದು ಸ್ತಬ್ದ ವಾದ ಸ್ಥಿರಿ ( fixed 
Constant ) ಮತ್ತು 1? ಎಂಬುದೊಂದು ಪರಮಾನ ( parameter ) 
ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ ಈ ಸವಿಾಕರಣವು ಒ೦ದು ಸರಳರೇಖಾ 
ಪ್ರಕ್ರಮವನ್ನು ರೂಪಿಸುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ . ಈಗ ಈ ಸರಳರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮದ 
ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯನ್ನು ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. 


a 
Y = 11ts + , ಮತ್ತು ೪ = ( m + 6m) + 

" m + & am 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳು Q ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ . ಈ ಸಮಿಾ 
ಕರಣಗಳನ್ನು ೩ , ೪ ಗಳಿಗೆ ವಿಘಟಿಸುವುದರಿಂದ (Solve) Q ಬಿಂದು 
ವಿನ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು 


2m + sm , 


* * * mm + 6m ) ' 9 = m ( m + 8m ) 
ಆಗುತ್ತವೆ. ಈಗ 8m -> 0 ಆದರೆ Q ಬಿಂದುವು 

/ a 24 ) 


- Pm2 m ) 


ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ 17 ಪರಮಾನವಾದಾಗ 
P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ - ಎಂದರೆ , ದತ್ತ ಸರಳರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮದ ಆಚ್ಛಾ 
ದಕದ – ಪರಮಾನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳು 


4 20 

ಖm2: Y = 
ಆಗುತ್ತವೆ, ಬೇಕಾದರೆ, ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ ? ಎಂಬ ಪರ 
ಮಾನವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ , ಆಹ್ಲಾದಕ ರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 


308 


ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


² - 4Qx 
ಎಂಬ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಪಡೆಯಬಹುದು, 

13.3 . ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ 
ಸೂಕ್ತವಾದ ವಿಧಾನ . 

ದತ್ತ ಒಂದು ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮದ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯನ್ನು ಯಾವಾ 
ಗಲೂ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದಲೇ ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದು ಸೂಕ್ತವೆನಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 
ಅದಕ್ಕೆ ಅನುಕೂಲವಾದ ವಿಧಾನವನ್ನು ಸುಲಭವಾಗಿ ಪಡೆಯಬಹುದು, 
ಹೇಗೆಂದರೆ, f( , Y , A ) = 0 ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮ 
ನೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಈ ಪ್ರಕ್ರಮದಲ್ಲಿ 

f(a , Y , A ) = 0, f( , Y , A + 8A ) = 0 
ಎಂಬ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ, ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ, 

f( , Y > A + 80 ) - f(x, 9, ಸಿ ) = 0. 
fm , ೪ , A + 8A - f ( x ; } 

- = 0 , ( 0 ) . 


SA 


ಈಗ8³0 ಆದರೆ , ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ 


f( x+ 9, ಸಿ) = 0, F = 0 
ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣಗಳು ದತ್ತ ರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮದ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯ 
ಪರಮಾನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳು, ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು , ೪ ಗಳಿಗೆ 
ಬಿಡಿಸಿ 

* = ಇA), Y = A A ) 
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ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು, ಆವಶ್ಯಕವಾದಾಗ ಇವುಗಳಿಂದ 
* ವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸಫಾ 
ಕರಣವನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 

- ಹೀಗೆ, fi , 4 , A = ) ಎಂಬ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಸಿ ಗೆ 
ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ ಅಂತರಿಸಿಎA = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಪಡೆದು, 
ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ A ವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳ 
ಆಚ್ಛಾದಕವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಮತ್ತೆ y = mx + ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆ 
ಗಳನ್ನೇ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಇಲ್ಲಿ 
f(x, 9 , 11 ) = ೪ - 28 - = 0 

* 17 


M 


ಈಗ ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ m ನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ , + ² = 443 
ಎಂಬ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

13 .4 . ಆಚ್ಛಾದಕ ಮತ್ತು ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳ ಸ್ಪರ್ಶ. 

ಈಗ, ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸೋಣ. ಮೇಲಿನ ಸಂಕೇತದಲ್ಲಿ f( x, ೪ , A ) = 0 
ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ , 

of dix af dy fo. . 

dx dx + dy data= 0 . 
ಆದರೆ f/ h = 0, ಮತ್ತು $ = 4( A), y = 4 ( A), 
.: ಹೈ (A)+ ³(A)= 0 
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a '(A ) _ f ( x, 9, ಸಿ) 
ಎಂದರೆ, 

6 A) - f 2 , 9 , ಸಿ)' 
ಈಗ ಸಿ ಗೆ ಎಂಬ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂ 
ಡರೆ , [ ¢( A ) , YA ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಆಚ್ಛಾದಕದ ಮೇಲಿರುವು 
ದಲ್ಲದೆ, f ( x, 9, ಸಿ ) = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೂ ಇದೆ ; ಏಕೆಂದರೆ, 
C = 4A) , ೪ = ( A ) ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುವಾಗ 
f ( x, 9 , ಸಿ) = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಉಪಯೋಗಿಸಿದೆ. 
ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಆಚ್ಛಾದಕದ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು ( A / + ( A ) ; 
ಮತ್ತು ಇದೇ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ f( , 9 , ಸಿ ) = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ 
ಪಾತವು [ - f ( x , 9 , 1f( x , Y , A ) . ಇವೆರಡೂ ಸಮವಾ 
ದ್ದರಿಂದ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯು f( x, Y, A = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನು 
[ 4 ( A ) , I ( A ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 

ಮೇಲಿನ ಉದಾಹರಣೆಯಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡಿರುವ } = nux + 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು Y° = 40 ಎಂಬ ಆಚ್ಛಾದಕ ರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಗಳಷ್ಟೆ , ವಸ್ತುಶಃ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ರೇಖೆಯ ತನ್ನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ 
ಆಚ್ಛಾದಕವಾಗಿದೆಯೆಂಬ ಅಂಶವು ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. ಇದನ್ನು 
ವಿಶ್ಲೇಷಕ ( analytical ) ರೀತಿಯಲ್ಲೂ ತೋರಿಸಬಹುದು . ಹೇಗೆಂದರೆ, 

- = 6 (A), Y = (A) 
ಎಂಬುದೊಂದು ದತ್ತ ರೇಖೆಯಾದರೆ, ಅದರ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾ ಪ್ರಕ್ರಮವು 

f ( x , 9 , ಸಿ ) = } - ) - mm [ m - ( A )] = 0 
ಸಂಗತ 

= ( A ) / + ( 1) . 
(1) ನ್ನು A ಎಂಬ ಪರಮಾನಕ್ಕೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ ಅಂತರಿಸಿದರೆ , 

- ( ) + m¢'(A)- Mu - 6( ) = 0. 
ಎಂದರೆ, 

೧೫ [a - 4 (A)] = 0. 
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.: A ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 

- = ¢A) 
(1) ಮತ್ತು (ii ) ರಿಂದ, (i) ರ ಆಚ್ಛಾದಕವು 

- x = 6(A), ೪ = (A). 
ಎಂದರೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವು ದತ್ತರೇಖೆ. 
* ಇದರಿಂದ ಒಂದು ಮುಖ್ಯ ವಾದ ಅಭೂಹವನ್ನು ( deduction ) 
ಪಡೆಯಬಹುದು. ಅದೇನೆಂದರೆ , ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಲಂಬ ರೇಖಾ 
ಪ್ರ ಕ್ರಮದ ಆಚ್ಛಾದಕವು ಆರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿರೇಖೆ. ಏಕೆಂದರೆ , ದy 
ರೇಖೆಯ ಲಂಬರೇಖೆಗಳು ವಿಕಾಸಿರೇಖೆಯ ಸ್ಪರ್ಶ ರೇಖೆಗಳಾಗಿರುತ್ತವೆ. 
[ (i), $ 12 , 6], ಆದ್ದರಿಂದ ಒಂದು ರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಆ ರೇಖೆಯ ಲ೦ಬಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನಾಗಿಯೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬಹುದು. 

ಉದಾಹರಣೆಗಳು 
1 , 

( x – A)² + ² = ²2 
ಎಂಬ ವರ್ತುಳಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ( A ಪರಮಾನ). 

ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 
A ದ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಪಾಕ್ಷಿಕ 
ನಾಗಿ ಅಂತರಿಸಿದರೆ, 

* - A = - cಿಸಿ , 
ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣ ಗ 
ಳಿಂದ A ವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ – 
ದರೆ , ಆಚ್ಛಾದಕವು 


ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖಾಯುಗಳ 
( ಆಕೃತಿ 13 - 1). 


& ಕೃತಿ 13 - t 
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2. C = ೩ ಕಾಸ್ ) , ೪ = ೩ ಸೈನ್n t- gt2 
ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ( « ಪರವಾನ). 
ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 1 ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 

1 = 17 - (1 + 1²) .... (i) 
ಸಂಗತ n = ಟ್ಯಾನ್ , ಈಗ m ನ್ನು ಪರಮಾನವಾಗಿಟ್ಟು ಕೊಂಡು 


gx2 


ಆಕೃತಿ 13 - 2 


(1) ನ್ನು m ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ ಅಂತರಿಸಿದರೆ , 


೫ - m = 0. 


. ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೂ 


2 = 2g 


ಈಗ (i) ಮತ್ತು ( ii ) ರಿಂದ 7 ನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ , ಆಚ್ಛಾದಕವು 


ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪ ( ಆಕೃತಿ 13 - 2). 
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3 . x = ct , ೪ = c} ಎಂಬ ಸವಾತಿವಲಯದ ವಿಕಾಸಿ 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಲಂಬರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕನನ್ನಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ , 
ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಸವಿಾಕರಣವು 


Y - = t( s- ct). 
ಇದನ್ನು ಪರಮಾನವಾದ 1 ಗೆ ಪಾಕ್ಷಿಕವಾಗಿ ಅ೦ತರಿಸಿದರೆ, 

= 26 » – Bct . 
ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 1 ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸೋಣ. 


: 2+y= (1+1) = y= ( - ) . 
. ( + ) 13 - ( - )2/3 = (4c)213, 

[ಉದಾ, 22, ಅಭ್ಯಾಸ XII ನೋಡಿ 
.] 


ಅಭ್ಯಾಸ 13 
1 . 1 = mx + vam + 62 ) ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಚಾ 
ದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 7 ಪರಮಾನ). 

- 2, ( x – A² + ² = 4² ಎಂಬ ವರ್ತುಳಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, (A ಪರಮಾನ). 

3, ( ೪ - 1² = 4ac ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕನನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ( ಪರಮಾನ) . 
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4 . y = ( x + ) ಎಂಬ ಘನಾರ್ಧ ಪರಿಕ್ಷೇಪಗಳ (semi. 
cubical parabolas ) ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

5. x ಕೋಸೆಕ್d - Y ಕಾಟ8 = c ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಆಜ್ಞಾ 
ದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 6 ಸರಮಾನ). 


6, ab = ² ಆದರೆ, + = | ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಚಾ 
ದಕವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ( C ಸ್ಥಿರಿ). 

7. a + b = C ಆದರೆ , + = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಗಳ 
( ellipses ) ಆಚ್ಛಾದಕವು x23 + Y213 = c2/3 ಎಂಬ ನಾಕ್ಷತ್ರಿ 
( astroid) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 

8 . Y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದಲ್ಲಿ ೪ - ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂ 
ತರದಲ್ಲಿರುವ ಛೇದಕಗಳನ್ನು ವ್ಯಾಸಗಳನ್ನಾಗಿ ಉಳ್ಳ ವರ್ತುಳಗಳ ಆಜ್ಞಾ 
ದಕವು y = 4d( x + a ) ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪವೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

9 , y² = 40 X ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರಗಳನ್ನು , 
ಮತ್ತು ಮಲಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವ, ವರ್ತುಳೆಗಳ 
ಆಚ್ಛಾದಕವು 

y* 2a + s ) + 3 = 0 
ಎಂಬ ಅಭಿಗಮ ರೇಖೆ ( cissoid ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ . 

10 . x² - y = a² ಎಂಬ ಅತಿವಲಯದ ಮೇಲೆ ಕೇಂದ್ರಗಳ 
ನ್ನು , ಮತ್ತು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವ, ವರ್ತುಳಗಳ 
ಆಚ್ಛಾದಕವು = 44² ಕಾಸ* 20 ಎಂಬ ದ್ವಿಪಿ (lemniscate ) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
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11 . Y' = 41 X ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು ಲಂಬ 
ರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


* 12 = 1 

= 1 ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ರಿಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಲಂಬ ರೇಖೆಗಳ ಆಚ್ಛಾದಕವನ್ನಾಗಿ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
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ಅಧ್ಯಾಯ XIV 

ಅಸಂಪಾತಿಗಳು 

(asymptotes) 
14 .1 , ನಿರೂಪಣೆ ( definition). 

Y = f( ) ಎಂಬ ಒಂದು ದತ್ತರೇಖೆಗೆ P ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು, OP - > ಆದಂತೆ, O ಎಂಬ ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಪರ್ಯಾಪ್ತ ವಾದ ( fnite ) ದೂರದಲ್ಲಿರುವ AB ಎಂಬ 
ಒ೦ದು ಸರಳರೇಖೆಗೆ ಪರಿಮಿತಿಸಿದರೆ, ಆಗ AB ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು 
ದತ್ತರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ, 
- OP³ = x² + … ಆದ್ದರಿಂದ, OP = 0 ಆಗಬೇಕಾದರೆ , 
೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳಲ್ಲಿ ಕನಿಷ್ಠ ಪಕ್ಷ ಒಂದಾದರೂ ಅನಂತಕ್ಕೆ ಸಾರಬೇಕು, 


ಆಕ್ಕತಿ 14 - 


ವರ್ತುಳ, ಅವಲು ( ellipse ) ಮುಂತಾದ ಆವರಣ ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ 
( closed curves ) ಇದು ವಸ್ತುಶಃ ಸಾಧ್ಯವಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ , ಅಂಥ 
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ಗೆಖೆಗಳಿಗೆ ನಿಜವಾದ ( rea !) ಅಸಂಪಾತಿಗಳಿರುವುದಿಲ್ಲ ; ಆದರೆ ವಿಶ್ಲೇ 
ಷಕ ದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ ( analyti at view ) ಅವುಗಳಿಗೆ ಭಾವನಾ 
(imaginary ) ೨ಸಂಪಾತಿಗಳಿರಬಹುದು $ 14 . 31). 
- ಈಗ ಅಸಂಪ ತಿ ನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನವನ್ನು ಗಮನಿ 
ಸೋಣ. ಸೌಲಭ್ಯ ಹ್ಯಾಗಿ ಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ( i) y = mx + C ಎಂಬ 
ರೂಪದ ( ಎಂದರೆ - ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರವಲ್ಲದ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳು, 
ಮತ್ತು ( ii ) x = k ಎಂಬ ರೂಪದ (ಎಂದರೆ ೪ - ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂ 
ತರದಲ್ಲಿರುವ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು ಎಂದು ವಿಂಗಡಿಸಿಕೊಳ್ಳೋಣ, 


14 . 2. ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನ 
(method of finding asymptotes) . 


( 1 ) Y = mx + C ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು : 


> 0 ಆದಂತೆ f / a > 1m ( +4 a ) ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 
ಆಗ > ಆದಾಗಲೆಲ್ಲ f ( x) # ಆಗುವಂತೆ X ಎಂಬ ಧನ 
ಸಂಖ್ಯೆಯೊಂದಿರುತ್ತದೆಯ ಹೈ , x > ಆಗುವಂತೆ P [ Dof x )] 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವೊಂದನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 

Y - f( x ) = f ( x ) - ri), 
ಎಂದರೆ , } = f ( xi )•x + [f( ) - ಸ್ಮf ( x ) .... (1) 
ಈಗ + ಆದಂತೆ 

- + (x ) > m # s ) .... (ii ) 
ಅಗುವುದಲ್ಲದೆ, 

[ Fix } - xf ( )) = ) ... (111 ) 
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ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ ಸವಿಾಕರಣ ( 1) ರ ಪರಿಮಿತಿ ರೂಪವು 
( limiting form ) , ಎಂದರೆ ಅಸಂಪಾತಿಯ ಸವಿಾಕರಣವು 


ಆಗುತ್ತದೆ, 


y = mx + c 


( iii ) ನ್ನು ೫ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ೩, < - ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, f ( x )/ x > rn , ಎಂದರೆ ದತ್ತ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ Y/ x - m 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಅಸಂಪಾತಿಯ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವಾದ (slope) 
m ಎಂಬ ಸಂಖ್ಯೆಯು 

m = ಪರಿಮಿತಿ , [y = ( c) , ..... ( iv ) 


ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಯಾಗಿಯೂ , c ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿಯು 

C = ಪರಿಮಿತಿ( Y - mx), [೪ = f(x )] , .... ( v ) 

> 
ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಯಾಗಿಯೂ ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಇಲ್ಲಿ (v ) ರಲ್ಲಿ ಉಪ 
ಯೋಗಿಸಿರುವ n ನ ಬೆಲೆಯು ( iv ) ರಿಂದ ದೊರೆತದ್ದು . 

( 2) X = k: ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು : 
ಮೇಲಿನ ಸವಿಾಕರಣ (1) ನ್ನು 


ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ, OP = 0 ಆದಂತೆ ಈ ಸವಿಾಕರಣದ 
ಪರಿಮಿತಿರೂಪವು ೩ = ki # ) ಆಗುವುದಾದರೆ , ಆಗ ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ 
( definition ) 


ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗುತ್ತದೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ 
* >> k ಆದಂತೆ, f(x ) + , f'( x ) + , 

f ( x ) f ( x ) + 0, 
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es 


ಆದರೆ, ಆಗ OP - > ಹ ಆಗುವುದಲ್ಲದೆ, ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ x = k 
ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗುತ್ತದೆ. 

14 . 3 . ಬಹುಪದಿ ಸಮೀಕರಣಗಳಿಂದ ರೂಪಿತನಾದ 
ರೇಖೆಗಳ ಅಸಂಸಾತಿಗಳು ( asymptotes of curves 
represented by polynomial equations ) . 

X, Y ಎಂಬ ಎರಡು ವಿಸ್ವಭಾವಿಗಳ ( variables ) ೧ ನೆಯ 
ಘಾತದ ಬಹುಪದಿಯು 
f( x , y ) = [( ೪* + ayt -1x + 4 -²2 + .... + ೧೮೭) 

+ (by + by - c + ... + b x2 -1) 

+ ೧೦೦ + ( 49 + ೩೫) + . 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ. ಈಗ 

f ( x , 9 ) = 0 
ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ ರೂಪಿತವಾದ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ, ಹಿಂದಿನಂತೆ, ೪ = m + c ಮತ್ತು ೫ = k 
ಎಂಬ ರೂಪಗಳ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. 

( 1) } = 17 + C ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು ; 

ಮೇಲಿನ f( x , y ) ಎಂಬ ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ " ನೆಯ ಘಾತದ ಸಮ 
ಘಾತೀಯ ಪದಗಳ ಸಮಾಹಾರವನ್ನು U ಎಂದು ಸಂಕೇತಿಸಿದರೆ, ಆಗ 
_ fqx, 9) = ( U + + .... + + ... + U ) .... (i) 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು , ಈಗ 

U = PoY + Py -lu + ..+ P - gs:-1 + px " 


= *[P ) + 2 


+...+ 2] 
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ಆದ್ದರಿಂದ f( , y) = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 
wg + xn- - + ...+ g + 8 = 0...(i) 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಬಹುದು, gy| x ) ನಲ್ಲಿ (9 ) ನ ಅತ್ಯಧಿಕ 
ಘಾತವು 1 ಆಗಿರಬಹುದು, ಅಥವಾ ಗಿಂತ ಕಡಮೆಯಾಗಿರಬಹುದು 
( $ 14 . 31 ನೋಡಿ). ಈಗ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು x ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿದರೆ , 

- 8 + - ೩ +....+ &o= 0 ....(i) 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 1 + 0 ಆದರೆ, 9 ] →m ( + ೧ ) ಆಗುವುದ 
ರಿಂದ [ 1), $ 14. 2], ಪರಿಮಿತಿಯಲ್ಲಿ 
8 ( m ) = 0 

... ( iv ) 
ಈಗ ಈ ಸವಿಾಕರಣದಮೂಲಗಳನ್ನು ( roots ) 

, 12, 13, • • • 
ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ. ಇವುಗಳಲ್ಲಿ ಕೆಲವು ನಿಜಾಂಕಗಳಾಗಿಯೂ ಕೆಲವು 
ಭಾವಸಾಂಕಗಳಾಗಿಯೂ ಇರಬಹುದು. ವಿಚಾರದೃಷ್ಟಿಯಿಂದ (theo 
retical View ) ಭಾವನಾ (imaginary ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳೂ 
ಗಣನೀಯವಾದುವೇ , ಸಮಿಾಕರಣ ( iv ) ರ ಮೂಲಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
8 ( m ) ನ ಘಾತಕ್ಕೆ ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ ; ಎಂದರೆ ಅಥವಾ 1 ಗಿಂತ 
ಕಡಮೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಈಗ ಈ ಮೂಲಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾದ 

- C , Cz , C , . . . 
ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಸಮಿಾಕರಣ ( iii) ನ್ನು 
೫ ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅಂತರಿಸೋಣ. ಆಗ, 


21] 
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ಆದ್ದರಿಂದ, 


[೪. + ... ) . .." 
- - - - - - ....(v). 


ಈ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ೨೭ ನಿಂದ ಗುಣಿಸಿ, 2 --> ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , ೪ / r --> 119 ಮತ್ತು ( ೪ – Syed 
ಆಗುವುದರಿಂದ, [(1 ) $ 142]. 

g' ( n ) ( - c) - {n-1( m ) = 0, 


ಎಂದರೆ, 


C = - ( m ) 

- , 


' (7 ) # 0 , ... ( vi) 


ಇದರಲ್ಲಿ n ಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ 11 , 17 , ng, , , , ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು 
ಹಾಕಿದಂತೆ, ತದನುಗುಣವಾದ C , C , Cg , , , , ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಆಗ 


= 11 + Cl 9 = 112 + Cz , , , , 
ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾಗುತ್ತವೆ. 

m ಮತ್ತು C ಗಳ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಪಡೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಅನುಕೂಲವಾದ 
ಒಂದು ವಿಧಾನವಿದೆ. ಅದನ್ನು ಪಡೆಯುವುದಕ್ಕೆ , ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದ 
( ii ) ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ೨ ಗೆ ಬದಲು mu + C ಹಾಕೋಣ, ಆಗ 


* Sam+ + ++- -- m + +... + 8 = 0. 
ಇದರಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು ಪದವನ್ನೂ ( term ) ಟೇಲರ್ ಸಂಸಿದ್ಧಿಯಿಂದ 
ವಿಸ್ತರಿಸಿದರೆ, ಆಗ 
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* [eam)+ m)+ 1 Kan)+...] 
+ co-[&a={ m}+ - ( m) +1 (m)+.... 


1 


2 


/ 


- + ... = 0 , 
ಅಥವಾ ನ ಘಾತಗಳ ಅವರೋಹಿ ಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ( descending 
order of powers of x ) 

ga ( m ) + x7-1[ cg' ( m ) + 86 - ( m )) + ' " = 0 ... ( vii ) 
ಇಲ್ಲಿ ಮತ್ತು 1 -1 ಗಳ ಸಹವರ್ತನಗಳನ್ನು ( co - efficients) 
ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸುವುದರಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಸವಿಾಕರಣಗಳು ಮೇಲಿನ ( iv ) 
ಮತ್ತು ( vi) ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣಗಳೇ ಆಗುತ್ತವೆ. 
- ಒಂದುವೇಳೆ n ನ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ 
g ( m ) = 0 ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ಆಗ c ನ ಬೆಲೆಗಳು ಸವಿಾಕರಣ 
(vi) ರಿಂದ ದೊರೆಯುವುದಿಲ್ಲ . ಆದರೆ ಸಮಿಾಕರಣ ( v ) ನ್ನು ಪುನಃ 

ನ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಅ೦ತರಿಸಿ, ಹಿಂದಿನಂತೆ ಸೂಕ್ತವಾದ x ನ ಘಾತದಿಂದ 
ಗುಣಿಸಿ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ 

3cg" ( m ) + cg' - ( m ) + ge - ( m ) = 0 .... ( viii ) 
ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಸಮವಾಗಿರುವ m ನ ಎರಡು 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾದ ನ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ಈ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದ 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಸಮೀಕರಣ ( vii ) ರಲ್ಲಿ 2 - ನ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು 
ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿದರೂ ಇದೇ ಸಮೀಕರಣ ( viii ) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 
ಹೀಗೆಯೇ , ನ ಮೂರು ಬೆಲೆಗಳು ಸಮವಾಗಿದ್ದಾಗ( vii ) ರಲ್ಲಿ 2 -3 ನ 
ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿ c ನ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕಾ 
ಗುತ್ತದೆ ; ಇತ್ಯಾದಿ, 

ವಿಧಾನ : {{ ೧, ೪) = 0 ಎಂಬ ಬಹುಪದಿ ಸವಿಾಕರಣಕ್ಕೆ 
Y = nx + C ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು, 
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ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೪ ಗೆ ಬದಲು } = nex + C ಹಾಕಿ , ೫೭ ಮತ್ತು 
x -1 ಗಳ ಸಹವರ್ತನಗಳನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿ, ಹಾಗೆ ಲಭಿಸಿದ ಸವಿತಾ 
ಕರಣಗಳಿಂದ , ಮತ್ತು C ಗಳ ಅನುಗುಣವಾದ ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಬೇಕು ; ಒಂದುವೇಳೆ ನ ಬೆಲೆಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ಸಮ 
ವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆಗ ನ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿ c ನ ಬೆಲೆ 
ಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಬೇಕು ಇತ್ಯಾದಿ. ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯ ನೆಯ 
ಘಾತದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ ೪ = 12 ಮತ್ತು = 1 ಹಾಕಿದರೆ 94 ( m ) ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ ; ಹೀಗೆಯೇ ( ೧ - 1 ) ನೆಯ ಘಾತದ ಪದಗಳಲ್ಲಿ = 11 
ಮತ್ತು ೫ = 1 ಹಾಕಿದರೆ 9s - ( m ) ದೊರೆಯುತ್ತದೆ; ಇತ್ಯಾದಿ. 
9x( m ), 3 - ( m ) ಮುಂತಾದ ವ್ಯಕ್ತಕಗಳನ್ನು ( expressions) 
ಪಡೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಇದೊಂದು ಸುಲಭೋಪಾಯ , 

( 2) = } ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು : 

ದತ್ತ ಬಹುಪದಿ ಸಮಿಾಕರಣಕ್ಕೆ = k ಎಂಬ ರೂಪದ ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲು, ದತ್ತ ಬಹುಪದಿ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 

y " h ( c ) + - - h . ( c ) + + ( x ) = 0 
ಎಂದು Y ನ ಅವರೋಹಿ ಘಾತಗಳಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ. ಇದನ್ನು X ನ 
ಗೌರವಕ್ಕೆ ಆಂತರಿಸಿದರೆ , 
[ ೫y - tha) + ( - 1 ) ha - ( ) + ... ]g' 

+ [g "R (3 ) + yº - ha- ( *) + ] = 0. 
ಇದನ್ನು - ೪ ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ , ೫ > k ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು 
ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ … 14 . 22 ರಿಂದ, 

k) = 0 
ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, ಈ ಸಮಿಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳು 
(roots ) kq , kg, ks, , , , ಆದರೆ ಆಗ 

೩ = ka, = ka , ೫ = ka, , , , 
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ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳು ದತ್ಯ ರೇಖೆಗೆ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾಗುತ್ತವೆ, ಆದ 
ರಿಂದ ಬಹುಪದಿ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ರೂಪಿತವಾದ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ 
ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ ಈ 
ಕೆಳಗಿನ ವಿಧಾನವನ್ನನುಸರಿಸಬಹುದು, 

ವಿಧಾನ : ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ ನ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತದ ಸಹ 
ವರ್ತನವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿ, ಹಾಗೆ ಲಭಿಸಿದ ಸಮಿಾಕರಣದ (ಎಂದರೆ 
hx) = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣದ ಮೂಲಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯ 
ಬೇಕು, ಈ ಮೂಲಗಳು k , k , ks, . . . ಆದರೆ , ಆಗ 1: = k , 
C = ka , X = ka, . . . ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ 
ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾಗುತ್ತವೆ, 
- ಟಿಪ್ಪಣಿ : ಇದೇ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯನ್ನು ನ ಘಾತ 
ಗಳ ಆವರೋಹಿಕ್ರಮದಲ್ಲಿ ಬರೆದು , ನ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತದ ಸಹವರ್ತನ 
ವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿ, - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಅಸಂಪಾತಿ 
ಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು, ಆದರೆ ೪ = a + c ಎಂಬ ರೂಪದ 
ಅಸಂಪಾತಿಗಳು x - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನೂ 
ಒಳಗೊಂಡಿವೆ. 

14 : 31 . ಬಹುಪದಿ ಸಮೀಕರಣದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆ 

ಒಂದು ಬಹುಪದಿ ಸಮಿಾಕರಣದ ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು 
ನಿಜ ಮತ್ತು ಭಾವನಾ ಅಸಂಪಾತಿಗಳೂ ಸೇರಿ, ಆ ಬಹುಪದಿಯ. 
ಸಮವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- ಸಾಧನೆ : $ 14. 3 ರಲ್ಲಿ 4 ( 1 ) ಮತ್ತು ( 3 ) ಗಳ ಘಾತಗಳು 
p ಮತ್ತು Q ಆದರೆ , ಆಗ ದತ್ತ ಬಹುದಿಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಸಂಖ್ಯೆಯು, 
ನಿಜ ಮತ್ತು ಭಾವನಾ ಅಸಂಪಾತಿಗಳೂ ಸೇರಿ, 9 + q ಆಗುತ್ತದೆಯಷ್ಟೆ. 
ದತ್ತವಾಗಿರುವ f ( x , ೪ ) ಎಂಬ ಬಹುಪದಿಯ ಘಾತವು , ಈಗ 
p + Q = ? ಎಂದು ಸಾಧಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ. ಇದಕ್ಕೆ ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿರುವ 
7 ನೆಯ ಘಾತದ ಪದಗಳನ್ನು , ಎಂದರೆ 
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= ( ೧೪ + Gyn- la + ...: + ೧ . - x ' + ...: + 02)....(i) 
ಎಂಬ ಪದಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. 


* 


\ 1 


/ 


\ n =1 


ಇದರಲ್ಲಿ 9 / x = ? ಹಾಕಿದರೆ, 
9 ( 17 ) = ( @ n " +Qm2-1 + ... -+ . + ... + a ) .... ( 11 ) 
೧ ಮೊದಲು 40 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ ೪ ( m ) ನ 
ಘಾತವು 1 ಆಗುತ್ತದೆ, ಅಲ್ಲದೆ (1 ) ರಲ್ಲಿ " ನ ಸಹವರ್ತನವು 
ಆದ್ದರಿಂದಲೂ , ಮತ್ತು ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ ೪ ” ಉಳ್ಳ ಪದವು ಮತ್ತೆಲ್ಲಿ 
ಬರುವುದೂ ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದಲೂ , ಇಲ್ಲಿ ( ಒ) = 4 . ಆದ್ದರಿಂದ 
h ( x) ನ ಘಾತವು ಸೊನ್ನೆ. ಹೀಗೆ ಇಲ್ಲಿ p = ಮತ್ತು Q = 0 . 
` p + q = 1 . 
* ಈಗ ದತ, ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ ೧ = 0 , 1²0 ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, 
ಆಗ ( ii ) ರಿಂದ ( m ) ನ ಘಾತವು 1 = 1 ಆಗುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲದೆ ದತ್ತ 
ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ ೪ ನ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತವು ೪ -1 , ಮತ್ತು (i ) ರಲ್ಲಿ 
೪ -1 ನ ಸಹವರ್ತನವು ೧, , ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ ೪ -1 ಉ ಳ್ಳ ಪದವು 
U ನಲ್ಲಿ ಇರಬಹುದಾದರೂ , qn1 ನ ಸಹವರ್ತನದ ಘಾತವು 
ಅತ್ಯಧಿಕವಾಗಿರುವುದು U ನಲ್ಲೇ , ವಸ್ತುಶಃ, 

- = (byn-1 + by -2 + ... + 6 - ) . 
ಆದರಿಂದ ದ , ಬಹುಪದಿಯಲ್ಲಿ 1 -1 ನ ಸಹವರ್ತನವು (ar + 6ಾ ; 
ಎಂದರೆ, ( c) = dಖ + 6 . ಆದ್ದರಿಂದ hy(x ) ನ ಘಾತವು 1. 
ಹೀಗೆ ಇಲ್ಲಿ p = - 1 ಮತ್ತು 1 = 1 p + q = ? 
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ಇದೇ ರೀತಿ, 4 = d = 0 , 0 , 40 ಆದರೆ , ಆಗ ( ii ) ರಿಂದ 
p = 1 - 2. ಅಲ್ಲದೆ h ( x) = aa + bic + c . ಆದ್ದರಿಂದ 
Q = 2 . : P + g = 
- ಹೀಗೆಯೆ , ೧ = ೧ = ... = d = 0 , Q = )( r < n ) 
ಆದರೆ , ಆಗ = 1 - 1² ಮತ್ತು 4 = 1 , ², 9 + 4 = 1 . 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


ಎಂಬ ಆ ತಿಕ್ಷೇಪದ ( hyperbola ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೪ = n + c ಹಾಕಿದರೆ, 
( b² - 0 ²x² - 2²nCX - Q *( b² - 02) = ). 

ಈ ಸವಿತಾಕರಣದಲ್ಲಿ x² 
ಮತ್ತು ಖ ಗಳ ಸಹವರ್ತನ 
ಗಳನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿದರೆ, 
62 - am = 0 , 

24°m c = 0 . 


- 


+ 


4 


9 = 


+ 


+ - ೩ 


ಕೃತಿ 14 - 2 

ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು ( ಆಕೃತಿ 14- 2), 
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> 0 * 


X + 


ಅಥವಾ, 9= 4 /(x² - 0²). 
. = ಪರಿಮಿತಿ - ಪರಿಮಿತಿ4 (1-2) -4 

- 
ಮತ್ತು C = ಪರಿಮಿತಿ (y - nex ) 

೩ + 
= ಪರಿಮಿತಿ + [ ( x² - d) - x] : m = + ) 
= 0 , ಲ ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದಿಂದ. 

[(2), $ 14 .4 ನ್ಯೂ ನೋಡಿ] 
ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಘಾತವು ಎರಡು. ಆದ್ದರಿಂದ ಅದಕ್ಕೆ ಮತ್ತಾವ 
ಅಸಂಪಾತಿಯೂ ಇಲ್ಲ. 


೧ . 


9 ( ೫ - 9 )' = ೫ + 9 | 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 
- ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ಗೆ ಬದಲು men + c ಹಾಕಿದರೆ, 

_ m ( 1 m )²x + cl – m )( 1 - 3m x² 

- + [ c ( 3m - 2 ) - (1 + ಉ ) ] + c - C = 0 . 
ಇದರಲ್ಲಿ ಖತಿ ನ ಸಹವರ್ತನವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸಿದರೆ , 

- m = 0 , 1 , 1 
ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 

- * ನ ಸಹವರ್ತನದಲ್ಲಿ m = 0 ಹಾಕಿ , ಅದನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿ 
ಸಿದರೆ, C = 0 ಎಂಬ ಬೆಲೆ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 


3:28 
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ಆದರೆ ² ನ ಸಹವರ್ತನದಲ್ಲಿ 1 = 1 ಹಾಕಿದರೆ, ಆಗ ಅದು c ನ 
ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಶೂನ್ಯನಾಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿ೦ದ ೧rt = 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗೆ 
ಅನುಗುಣವಾದ ನ ಬೆಲೆಗಳು ನ ಸಹವರ್ತನದಿಂದ ದೊರೆಯು 
ವುದಿಲ್ಲ. 

ದ ೫ ನ ಸಹವರ್ತನದಲ್ಲಿ n = ] ಹಾಕಿ ಅದನ 
ಗೊಳಿಸಬೇಕು. ಆಗ = + 2 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
17 ಗೆ 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು ಎರಡುಸಲ ಆವರ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
( repeated ) c ಗೆ ಎರಡು ಬೆಲೆಗಳು ದೊರೆತಿವೆ. 

- ಹೀಗೆ, n = 0 , 1 , 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಕ್ರಮವಾಗಿ C = 0 , 
4/ 2 , – V2 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳು ೧೨ನುಗುಣವಾದುವು. ಆದರಿಂದ ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಆಸಂಪಾತಿಗಳು 

} = 0, } = x + 42, 9 = ೮ – 2 . 
ದತ್ತರೇಖೆಯು ಮೂರನೆಯ ಘಾತದ್ದಾದ್ದರಿಂದ ಅದಕ್ಕೆ ಮತ್ತಾವ ಅಸಂ 
ಪಾತಿಯ ಇಲ್ಲ. 

- 3, y + xY² + xY + 9² + 3x = | 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 
- ಮೊದಲು OX , OY ಎಂಬ ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿರುವ 
ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯೋಣ. ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ . ಮತ್ತು 
೪ ಗಳ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತಗಳು ² ಮತ್ತು 9² . ಅಲ್ಲದೆ x ನ ಸಹವರ್ತನವು 
9 ಮತ್ತು ² ನ ಸಹವರ್ತನವು ( n + 1 ). ಆದ್ದರಿಂದ = 0, 
+ 1 = 0 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾಗಿವೆ. 

ಆದರೆ, ದತ್ತ ಬಹುಪದಿಯು ಮೂರನೆಯ ಘಾತದ್ದು . ಆದ್ದರಿಂದ 
ಅದಕ್ಕೆ ( OX , OY ಗಳಿಗೆ ಸಮಾನಾಂತರವಲ್ಲದ) ಇನ್ನೊ೦ದು ( ನಿಜ 
ಅಥವಾ ಭಾವನಾ) ಅಸಂಪಾತಿಯಿರಬೇಕು. ಅದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯು 
ವುದಕ್ಕೆ ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ Y = ma + c ಹಾಕೋಣ. ಆಗ 
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2 


n ( n + 1 ) x3 + [ c( 2 + 1 ) + 27 ( + 1 ) ² + ...' = 0 . 
ಇಲ್ಲಿ x ನ ಸಹವರ್ತನವು ಎರಡನೆಯ ಘಾತದಲ್ಲಿವೆ ; ಏಕೆಂದರೆ, ಒಂದು 
ಅಸಂಪಾತಿಯು ! – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿದೆ. ಈಗ'x' ನ ಸಹ 
ವರ್ತನವನ್ನು ಶೂನ್ಯಗೊಳಿಸುವುದರಿಂದ n = 0 , - 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಈ ಪೈಕಿ 1 = 0 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯು ಮೇಲೆಕಂಡ 
ಹಿಡಿಯಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ೪ = 0 ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಗೆ ಸಂಬಂಧಿಸಿದ್ದು , ಆದ 
ರಿಂದ ೧n = - 1 ಎಂಬ ಬೆಲೆಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. x² 
ಸಹವರ್ತನದಲ್ಲಿ n = - 1 ಹಾಕಿದರೆ, = 0 ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಆದ್ದ 
ರಿಂದ x + Y = 0 ಎಂಬುದೇ ಓರೆಯಾದ (ತಿರ್ಯಕ್ , oblique) 
ಅಸಂಪಾತಿ , 
ಒಟ್ಟಿನಲ್ಲಿ , ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಸಂಪಾತಿಗಳು 

} = 0 , X + 1 = 0 ಮತ್ತು 1 + 9 = 0 , 


14 :4 , ವಿಶೇಷ ರೂಪಗಳು ( special forms). 

ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು ಕೆಲವು ವಿಶೇಷ ರೂಪಗಳಲ್ಲಿದ್ದಾಗ, ಅವು 
ಗಳ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಈ ಹಿಂದೆ ವಿವರಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ವಿಧಾನಗಳಿಗಿಂತ 
ಹೆಚ್ಚು ಸುಲಭವಾದ ರೀತಿಯಲ್ಲಿ ಪಡೆಯುವುದು ಸಾಧ್ಯ . ಈ ಕೆಳಗಿನ 
ಮೂರುರೂಪಗಳು ಗಮನಾರ್ಹವಾದುವು. 

(1) ದತ್ತ ರೇಖೆಯು 

( ೪ - mx) P ( 1, 9) + 2 - ( X, Y) = 0 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಇಲ್ಲಿ Pu - ( ೫ , ೪ ) ನಲ್ಲಿ 
7 - 1 ನೆಯ ಘಾತದ ಪದಗಳು ಮಾತ್ರ ಇವೆ, ಮತ್ತು 2 ( 2 , 9 ) 
ನಲ್ಲಿ ( - 1 ) ನ್ನು ಮಿಾರದ ಘಾತಗಳ ಪದಗಳಿವೆ ; - 113 ಎ೦ಬ 
ಅಪವರ್ತನವು 1 ನೆಯ ಘಾತದ ಪದಸಮೂಹದ ಅನಾವರ್ತ ಅಪವರ್ತನ 
ಇಂಥ ಸನ್ನಿವೇಶದಲ್ಲಿ ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ 1 = mx + C ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿ 
ಯಿರುತ್ತದೆ, C ಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ , ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವು 


330. 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


mr 


- my = - 2 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯಲ್ಪಡಲಿ. X » ಆದಂತೆ , /a > m ಮತ್ತು 
( ೪ - 1ma ) -> C ಆಗುವುದರಿಂದ ( $ 14 . 2), 

C= ಪರಿಮಿತಿ - -- 

> 0 


fn - 1 / y = ms . 


ಉದಾಹರಣೆ 
( ೪ - c) Y - 2s ( x² + my + y ) - Y + x² - 2y + 1 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 
Y - = ಸರಿಮಿತಿ 

_ y - x² + 2Y - 

1 7 
x 1 ( 9 - 2x ) ( x + 2y + y ^) . 


JyaX 


= ಪರಿಮಿ 

+ ಅ 


* - ² + 2x - 1 

= 3x3 


= - 1 , 


- 


- ೪ - ೫ = - } ಎಂಬುದೊಂದು ಅಸಂಪಾತಿ. 
ಮತ್ತೆ, 9 - 2n = ಪರಿಮಿ Y - x² + 2 = 1 1 

- a L ( Y – ) ( + xy + y ) . 

8x3 - x² + 4x - 1 
= ಪರಿಮಿತಿ 

. 


Ye2x 


', 9 - 22 = ಎಂಬುದೊಂದು ಅಸಂಪಾತಿ, 

ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಘಾತವು ನಾಲ್ಕು , ಆದ್ದರಿಂದ ಅದಕ್ಕೆ ಒಟ್ಟು 
ನಾಲ್ಕು ಅಸಂಪಾತಿಗಳಿರಬೇಕು. ಆದರೆ y + xy + x² ಗೆ ಎರಡು 
ಭಾವನಾ ಅಪವರ್ತನಗಳಿರುವುದರಿಂದ ಉಳಿದ ಎರಡು ಅಸ೦ಪಾತಿಗಳು 
ಭಾವನಾ (imaginary ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳು , 
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( 2 ) ದತ್ತ ರೇಖೆಯು 

- d ( x, 9) + d (x , ೪) = 0, l = n - 2, 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಇಲ್ಲಿ 4 ( x, ೪) ನಲ್ಲಿ 
1 ನೆಯ ಘಾತದ ಮತ್ತು 1 ಗಿಂತ ಕಡಮೆಯ ಘಾತದ ಪದಗಳಿರ 
ಬಹುದು , ಮತ್ತು 4 ( ೩ , ೪ ) ನಲ್ಲಿ ( ೧ - 2 ) ನೆಯ ಘಾತದ ಅಥವಾ 
ಅದಕ್ಕಿಂತ ಕಡಮೆಯ ಘಾತದ ಪದಗಳಿರಬಹುದು, ಆಗ 4 ( ೫ , ೪ ) ಗೆ 
Ox + by + c ( @ # 0 , bg0) ಎಂಬ ರೂಪದ ಸರಳಾಪವರ್ತನಗಳಿದ್ದು , 
ಅವುಗಳಿಂದ ರೂಪಿತವಾದ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ ಯಾವ ಎರಡೂ ಸಮಾನಾಂ 
ತರದಲ್ಲಾಗಲಿ , ಐಕವಾಗಿಯಾಗಲಿ ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಆ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳೇ ದತ 
ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು. 
- ಸಾಧನೆ ; ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯಲ್ಲಿ ೪ = ina + c ಹಾಕಿದರೆ, 
$ 14.3 ರ ( m ) ಮತ್ತು 9 - ( m ) ಎಂಬ ವ್ಯಕ್ತಕಗಳನ್ನು ಪಡೆಯು 
ವುದಕ್ಕೆ 6 ( x, 9) ಎಂಬ ಭಾಗವು ಬೇಕಾಗುವುದಿಲ್ಲ ; ಏಕೆಂದರೆ, 
1 < - 2. ಅಲ್ಲದೆ, ದತ್ತ ಸನ್ನಿವೇಶದಲ್ಲಿ ( m ) = 0 ಎಂಬ ಸವಿತಾ 
ಕರಣವು 1 ನೆಯ ಘಾತದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು ಅದಕ್ಕೆ : ೧ ಅನಾವರ್ತ 
ನಿಜ ಮೂಲಗಳಿರುತ್ತವೆ, ಆದ್ದರಿಂದ ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಆಸಂಪಾತಿಗಳು 
4 ( ೩ , ೪ ) = ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳೆ ಆಗಿರುತ್ತವೆ, ಆದರೆ 
42, ೪) = 0 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವು ೧ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ರೂಪಿಸು 
ತದೆ, ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯು ಅಸಂಪಾತಿಯು ಆ ಸರಳರೇಖೆಯ ಆದ 
ರಿಂದ, ಈ 7 ಸರಳರೇಖೆಗಳೇ ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು , ದತ್ತ 
ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತವು ? ಆದ್ದರಿಂದ, ಅದಕ್ಕೆ ಈ 7 ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳಲ್ಲದೆ ಮತ್ತಾವ ಅಸಂಪಾತಿಗಳೂ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
( x² - Q²) + 2 + 3) + 2 – 3 + 4 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ; ಮತ್ತು ಈ 
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ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಭೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 
ಮೇಲಿನ ವಿಧಾನದಿಂದ , ಅಸಂಪಾತಿಗಳು, 

( x2 - Y°) c + 2y + 3 = 0 .... (i), 
ಎಂದರೆ , x - Y = 0, + y = 0 ಮತ್ತು 1 + 2 + 3 = 0 . 

- ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು 
ದತ್ಯ , ಸವಿಾಕರಣವನ್ನೂ ಮತ್ತು ಸಮಿಾಕರಣ (1) ನ್ಯೂ ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. 
ಆದ್ದರಿಂದ, ವ್ಯವಕಲನದಿಂದ , ಆ ಬಿಂದುಗಳು 2x - 3y + 4 = 0 
ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ ; ಎಂದರೆ , ಆ ಬಿಂದುಗಳು 
2 – 3 + 4 = 0 ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. 

( 3) ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು 


- 9 = 1mx + c + 142 | 13 , 

" x * ² * * 
ಎಂಬ ರೂಪದ ಅನಂತ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ ವಿಸ್ತರಿಸುವುದು ಸಾಧ್ಯವಾಗಿದ್ದು , 
ಈ ಶ್ರೇಣಿಯು 1 ನ ಎಲ್ಲ ದೊಡ್ಡ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ ಪರಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದು 
( convergent), ಈ ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನು ಸದಶಃ ಅಂತರಿಸುವುದು (term 
wise differentiation 

ರೆ , ಆಗ ೪ = n + C 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯಾ 
ಗಿರುತ್ತದೆ. 

e dy a , 2 
ಸಾಧನೆ : 2 = 2m - - - - ... 
* ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ( T , Y ) ಎಂಬ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣವು 
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ಎಂದರೆ , 


- 


( 


+ 


a 


1 


an + C + + + .. 

+ 24223 


+ 


2a 
- 


3 


+ 


C + 


ಈಗ, ೫ = ೧ ಆದಂತೆ, ಈ ಸವಿಾಕರಣದ ಪರಿಮಿತಿಯು ೪ = 7X + c 
ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ ೪ = ma + c ಎಂಬ 
ಸರಳ ರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿ , 


ಉದಾಹರಣೆ 


( 9 - 2 2( x – 1 ) = 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 


೪- 2x = } (1-2) 


( 1 + 


1 1 1 . 3 

- 4 
2°x * 24 * 


1 . 

* * 


( * 


1 ) , 


334 


ಆ ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


. : 9 - 2 = + 1 ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಗಳು, ಅಸಂಪಾತಿಗಳು 
- ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ಮೂರನೆಯ ಘಾತದ್ದು . ಆದ್ದರಿಂದ ಅದಕ್ಕೆ 
ಇನ್ನೊಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯಿರಬೇಕು, ೪ ನ ಅತ್ಯಧಿಕ ಘಾತವು 9°, 
ಮತ್ತು 9² ನ ಸಹವರ್ತನವು ( - 1 ), . K - 1 = 0 ಎಂಬ 
ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಇನ್ನೊಂದು ಅಸಂಪಾತಿ , 

14 .5 , ರೇಖೆ ಮತ್ತು ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಪರಸ್ಪರ ಸ್ಥಾನ 
93788 ( position of a curve w .r .t. its 
asymptotes ). 

ದತ್ತ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯ ಯಾವ ಕಡೆಗೆ ಇದೆ 
ಎಂಬುದನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವುದಕ್ಕೆ , ಅಸಂಪಾತಿಯು } = 7x + C 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿದ್ದರೆ x ನ ದೊಡ್ಡ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ರೇಖೆ ಮತ್ತು ಅಸಂಪಾತಿ 
ಗಳ ೪ - ನಿರ್ದೆಶಕಗಳ ವ್ಯತ್ಯಾಸವು ಧನವೇ ಅಥವಾ ಋಣನೇ ಎಂಬು 
ದನ್ನು ನರ್ಧರಿಸಬೇಕು ; ಮತ್ತು ಅಸಂಪಾತಿಯು = k ಎಂಬ ರೂಪ 
ದಲ್ಲಿದ್ದರೆ ೪ ನ ದೊಡ್ಡ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ರೇಖೆ ಮತ್ತು ಅಸಂಪಾತಿಗಳ 
* – ನಿರ್ದೆಶಕಗಳ ವ್ಯತ್ಯಾಸವು ಧನವೇ ಅಥವಾ ಋಣವೇ ಎಂಬುದನ್ನು 
ನಿರ್ಧರಿಸಬೇಕು. ಇದನ್ನು ಒಂದೆರಡು ಉದಾಹರಣೆಗಳಿಂದ ಸ್ಪಷ್ಟ 
ಪಡಿಸೊಣ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 . x + y = 30XY ಎಂಬ ಪತ್ರಲತೆಯು (folium ) 
ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಯ ಮೇಲುಗಡೆಗೆ ಇದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 
- $ 14 . 3 ರ ವಿಧಾನದಿಂದ, ಈ ರೇಖೆಗೆ ಖ + 9 + @ = 0 ಎಂಬು 
ದೊಂದೇ ನಿಜವಾದ ( real ) ಅಸಂಪಾತಿಯೆಂದು ಗೊತ್ತಾಗುತ್ತದೆ, 

ಈಗ ದತ್ತ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು 
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7 3at 3at | 

1 + 13 1 + 3/ 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳಬಹುದು ; ಏಕೆಂದರೆ ೪ = Xt ಎಂಬ 
ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತ ರೇಖೆಯನ್ನು ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ, 
ಈಗ ೩ ಗೆ 3at/ 1 + 1³ ) ಎಂಬ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟವಾದ ಬೆಲೆಯನ್ನು 
ಕೊಡೋಣ. ತದನುಗುಣವಾಗಿ, ದತ್ತರೇಖೆಯ ೪ - ನಿರ್ದೆಶಕವನ್ನು 
೨ : ಎಂದೂ , ಅಸಂಪಾತಿಯ Y - ನಿರ್ದೆಶಕವನ್ನು ೪ ಎಂದೂ 
ಕರೆಯೋಣ, ಆಗ 
- 3at2 

3at 
9 = 4 , ಮತ್ತು 9 = - x - 0 = - - 4, 


( + 1 ) . 


- 92 – 9 = 02 - } + : 
ಈಗ, t? – t + 1 ನ ವಿವೇಚಕವು ( discriminant) < 0 ಆದ್ದ 
ರಿಂದ , ಎಲ್ಲt ಗಳಿಗೂ t - t + 1 ನ ಚಿಹ್ನೆಯು t ನ ಸಹವರ್ತನದ 
ಚಿಹ್ನೆಯೇ ಆಗಿರುತ್ತದೆ; ಎಂದರೆ, ಎಲ್ಲ ಗಳಿಗೂ , t – t + 1 > 0 . 
', 9 - Y > 0 . : ರೇಖೆಯು ಅಸಂಪಾತಿಯ ಮೇಲುಗಡೆಗೆ 
ಇದೆ ( ಆಕೃತಿ 16 - 16 ). 

2. y = * * * , (x >1), 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾವುವು ? ಮತ್ತು ರೇಖೆಯು ಆ ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳ ಯಾವ ಕಡೆಗೆ ಇದೆ ? 
- … 14 .3 ರ ವಿಧಾನದಿಂದ, ದತ್ತರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು 

_ y = X + 1 , 9 = ೫ - 1 ಮತ್ತು = 1 . 
ಈಗ, ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 

Y = av ** 
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ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ಬರೆಯೋಣ. ಇಲ್ಲಿ ಮೊದಲು , ಬಲಗಡೆ ಧನ ಚಿಹ್ನೆ 
ಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡು, ೪ = + 1 ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಗಮನಿ 
ಸೋಣ. ಅಲ್ಲದೆ ಈ ಎರಡು ಸಮಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲ ನ ಬೆಲೆ ಒಂದೇ 
ಎಂದು ಭಾವಿಸಿ, 

Y = * *ು ಮತ್ತು ೪ = X + 1 . 
ಎಂದು ಇಟ್ಟು ಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ, 

9 - Y = ( x – / ( x² - 1)jv * * 

- > . > 1 ) 
ಆದ್ದರಿಂದ ಮೊದಲನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ ( irst quadrant) 

ರೇಖೆಯ } = X + 1 ಎಂಬ ಅಸಂಪಾ 
ತಿಯ ಮೇಲುಗಡೆಗಿದೆ, ರೇಖೆಯು 

- ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ 
(Symmetrical), ನಾಲ್ಕನೆಯ ಚ 
ಭಾಗದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ೪ = - x – 1 ಎಂಬ 
ಅಸಂಪಾತಿಯ ಕೆಳಗಡೆಗಿದೆ. = 1 
ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ರೇಖೆ ಯು 
ಬಲಗಡೆಯಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆಯೆಂ 
ಬುದು ಸ್ವ ಗೋಚರವಾಗಿದೆ; ವಸ್ತುಶಃ, 

04x < ಆದಾಗ, Y ನ ಬೆಲೆಗಳು 
- ಆಕೃತಿ / 4 … ನಿಜವಾದುವಲ್ಲ. ( ಆಕೃತಿ 14 - 3). 

14. 6 , ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು 
(asymptotes in polar coordinates ). 

= f(8) 
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ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 8 > ಆದಂತೆ f ) > 0 ಮತ್ತು 

f '(8) > f '(a) ²0 ಆದರೆ , ಆಗ 


" ಸೈನ್ (6 – ) = f (4) 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗುತ್ತದೆ, 

ಸಾಧನೆ : ದತ್ತರೇಖೆಗೆ (7 , 8,) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶ 
ಕೇಖೆಯು 

- ಕಾಸ್ (8– 98,) : 44 ಸೈನ್( - 8 ). 
( $ 8. 24), 


p (x, d) / 


* ಪ್ರತಿ 14 - 4 

ಆಕ್ಕತಿ 14 - 5 
ಇಲ್ಲಿ ( r, B) ಎಂಬುದು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ ಪ್ರಚಲಿತ (Current) 
ಬಿಂದು ( ಆಕೃತಿ 14 - 4), ಈಗ{ + 64) ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
(point of contact ), 


= f(61) ಮತ್ತು - = j' 6 ). 
ಆದ್ದರಿಂದ ( 7 , 8,) ನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 

= f84) ಕಾಸ್ (6 – 6 ) + f'(8 ) ಸೈನ್( - ) 
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ಆಗುತ್ತದೆ, ಇದರಲ್ಲಿ 8 + q ಆದರೆ , ಆಗ f( ) > 0 ಮತ್ತು 
$ ( 6 ) > f ( d) # 0 ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಈ ಸವಿಾಕರಣದ 
ಪರಿಮಿತಿರೂಪವು 

= j (a) ಸೈನ್ (@ - a), 


ಎಂದರೆ, " ಸೈನ್(@ - a) = f (d . (1) 
ಆಗುತ್ತದೆ ( ಆಕೃತಿ 14 - 5), 6 -> « ಆದಾಗ fe > 0 ಆಗುವು 
ದರಿ೦ದ, → ೧ . ಅಲ್ಲದೆ ಎಂಬ ಧ್ರುವದಿಂದ ಸರಳ ರೇಖೆ (i) ಕ್ಕೆ , 
ಎಂದರೆ AB ಗೆ OM ( = ) ಎಂಬ ಲಂಬವನ್ನೆಳೆದರೆ, ಆಗ 
rಸೈನ್ ( - a ) = ೧ . ಆದ್ದರಿಂದ p = 1 / f ( d ), ಈಗ f ( d) 0 
ಎಂದು ದತ್ತವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ಇ ಯ ಒಂದು ಪರ್ಯಾಪ್ತವಾದ 
( inite ) ಸ್ಥಿರಿ. ಹೀಗೆ(1) ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು 0 ಎಂಬ ಧ್ರುವ 
ದಿಂದ ಪರ್ಯಾಪ್ತವಾದ ದೂರದಲ್ಲಿದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ ನಿರೂಪಣೆಯ ಪ್ರಕಾರ, 
(i) ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿ. 


ಉದಾಹರಣೆ 
* ಸೈನ್ = 21 – 4 ಸೈನ್26 ), O = 0 < /6 , ಎಂಬ ರೇಖೆಯ 
ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

1 ಸೈನ್ 

_ra(1 – 4 ಸೈನ್20) = F ( ) 
. -> ಆಗುವುದು 6 -> 0 ಆದಾಗ, ಆಗ, fe) > 0 ಮತ್ತು 
f ( 6) > 1/a. .. . ಅಸಂಪಾತಿಯು " ಸೈನ್ = d . 

14 .7 . ರ್ವ ಣೀಯ ಅಸ೦ಪಾತಿಗಳು ( circular 
asymptotes ) . 

_ ? = fe) 
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ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 6 -> ಆದಂತೆf( 8) > Q ಆದರೆ, ಆಗ ದತ್ತರೇಖೆಯು 

1 - ೧ 
ಎಂಬ ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ ಪರಿವತಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ ಅಸಂಪಾತೀಯ 
ವರ್ತುಳ ( asy Imptotic circle ) ಎಂದು ಹೆಸರು , 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 

382 - 26 + 1 

* * 20 + 38 + 2 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಯ ವರ್ತುಳವನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

_ 0 + ೧ ಆದಂತೆ, > 3 / 2 , ... ಅಸಂಪಾತಿಯ ವರ್ತುಳವು 
1 = 3 / 2 . 


ಅಭ್ಯಾಸ 14 
1 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 
i) Ya2 - Y ) + (9 - 1 ) + 3 (9 + 1 ) = 0 ; 
ii) Y - Y( 2x + 9 - 1 ) - 6ty +1² + ( 2 – 1)> = 0 ; 
iii ) 93 - Y°( 2 – 1 ) + Y { – 1 ) + 2 = 0 ; 
iv ) Y ( + ೪ )' = Y - 1 ; 

V ) Y ( - ೪ )2 = x + ೪ ; 
vi) *( – ²) = x ; 
vii ) ( ~ 4 ) -- b ) = 2 ; 
viii ) y*( 2 - X } = ; 
ix ) + y = 3u2y ; 
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q2 62 
x) 2 + 2 = 1 ; 
xi) xy ( x - y = ( 2 + y^ 2; 
xii) (Q – ) (೪ - 27 ) Y - 3x) - 2/ ² - ³) 

– 20 + my- Zu ) = 0. 
2. x² - Y° ): - 2( a² + Y ) + 1 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾವುವು ? ಅವು ಒಂದು ಚದುರವನ್ನು 
( square) ನಿರ್ಮಿಸುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ಆ ಚದುರದ ಸಲೆ ಎಷ್ಟು ? 

3 , x² + ಲಾಗ್g = 0 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ – ಅಕ್ಷವು ಎರಡು 
ಕೊನೆಗಳಲ್ಲೂ ಅಸಂಸಾತಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ. 

- 4, Y = ಟ್ಯಾನ್ ( 7x72) ಮತ್ತು } = ಕಾಟ್ ( R ) ಎಂಬ 
ರೇಖೆಗಳ ಅಸಂಪಾತಿಗಳು ಒಂದೇ ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

5 ( + 2Y - 1 ) ( - Y°) + 3x - 4y + 1 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾವುವು ? ಈ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲಿವೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ಆ ಸರಳರೇಖೆ ಯಾವುದು ? 

6, ( x² - Yxx - 4y ) + 4 + 9y - 36 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾವುವು ? ಈ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು ಒಂದು ಅವಲುಪ್ರಿಯ ( eilipse) 
ಮೇಲಿರುತ್ತವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ಆ ಅವಲು ಯಾವುದು ? 

7 . y – 5xy² + 6 + MY - 4 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಒಂದು ಸವಾತಿಕ್ಷೇಪದ ಮೇಲೆ 
ಭೇದಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಮತ್ತು ಸವಾತಿ 
ಕ್ಷೇಪದ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


ಆ೦ತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


341 


8 , ** – 5xy² + 4 + - 2xY² - 2²- - 2² 1 = | | 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಒಂದು ವರ್ತುಳದ ಮೇಲೆ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ ಅಸಂಪಾತಿಗಳ ಮತ್ತು ವರ್ತುಳದ 
ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ 


9 , 24 = ಬ್ಯಾನ್ ಎಚ್ ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಸಂಪಾತಿ ಗಳಾವುವು? 
ಈ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಯಾವ ಕಡೆಗಳಿಂದ ಸವಿಾಪಿ 
ಸುತ್ತದೆ ? 


10 . - Y ( x² - 1) = ³( ² - 4) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳಾವುವು ? ಈ ರೇಖೆಯು ತನ್ನ ಆಸ 
ಪಾತಿಗಳನ್ನು ಯಾವ ಕಡೆಗಳಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ ? 


11 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ: 
(i = a /8 ; ( ii ) ↑ ಕಾಸ್d = ೧ ಸೈನ್²6 . 

12 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ಅಸಂಷಾತೀಯ ವರ್ತುಳಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ : 

( i) r 0² + 1 = 6 + 1²; 
( ii ) r = ೧ಕಾಟ್ ಎಚ್8. 


ಅಧ್ಯಾಯ XV 
ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುಗಳು 

( double points ) 
15 :1 . ನಿರೂಪಣೆ ( definition ). 

ಒಂದು ರೇಖೆಗೆ ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿದ್ದರೆ, 
ಆ ಬಿಂದುವು ಆ ರೇಖೆಯ ಒ೦ದು ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವೆಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡು 
ತದೆ, ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದೊಂದು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗೆ ಒಂದೊಂದು 
ಶಾಖೆಯಂತೆ ( branch ) ರೇಖೆಯ ಎರಡು ಶಾಖೆಗಳು ಸಂಧಿಸುತ್ತವೆ ; 
ಎಂದರೆ, ಅಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಎರಡು ಕವಲಾಗಿ ಒಡೆಯುತ್ತದೆ. 

- ಹೀಗೆಯೇ , ತ್ರಿಗುಣ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ( triple point ) ರೇಖೆಗೆ 
ಮೂರು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿದ್ದು , ರೇಖೆಯು ಮೂರು ಶಾಖೆಗಳಾಗಿ ಒಡೆಯು 
ತದೆ. ೧ ನೆಯ ಅಧಿಷ್ಠಾನದ ಬಹುಗುಣ ಬಿಂದುವಿನ ( multiple 
point of the n " order) ನಿರೂಪಣೆಯೂ ಇದೇ ರೀತಿ, ಏಕ 
ಮೂಲ್ಯವಾದ ( single valued ) ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳಿಗೆ ಗುಣಬಿಂದು 
ಗಳಿರುವುದು ಸಾಧ್ಯವಿಲ್ಲವೆಂಬುದು ಸ್ವಗೋಚರವಾಗಿದೆ. ಈಗ ನಾವು 
ಮುಖ್ಯವಾಗಿ ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. 


15. 2 . ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದುಗಳ ವರ್ಗಿಕರಣ ( classif 
cation of double points) . 

ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಪ್ರತ್ಯೇಕ 
ವಾಗಿರಬಹುದು (separate), ಅಥವಾ ಐಕ್ಯವಾಗಿರಬಹುದು ( coin , 
cident) , ಅಥವಾ ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾಗಿರಬಹುದು (imaginary ) . 
ತದನುಗುಣವಾಗಿ , ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವು ಛೇದಕಶಾಖ ಅಥವಾ ಕಂಠಬಿಂದು, 
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ಸ್ಪರ್ಶಕಶಾಖ ಅಥವಾ ಕುಶಬಿಂದು ( Cusp), ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು ( con 
jugate point) 55000 20 cm ( isolated point) 


B4 


- 


8 


6 


8 


8 


. 


& ಕೃತಿ 16 - | 


ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡುತ್ತದೆ. ಆಕೃತಿ 15 - 1 ರಲ್ಲಿ A , A , A , A 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಕಂಠಬಿಂದುಗಳು, B , B , , , ,, B, ಎಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳು ಕುಶಬಿಂದುಗಳು ಮತ್ತು C ಎ೦ಬ ಬಿಂದುವು ಅನುಬದ್ಧ 
ಬಿಂದು. 


15 .3 . ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ವಿಶ್ಲೇಷಕ ನಿರ್ಧಾರಕಗಳು 
(analytical criteria for double points). 

fix ೪ ) = 0 
ಎಂಬ ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P ( x , ೪ ) ಎಂಬುದೊಂದು ಬಿಂದು 
ವೆಂದೂ , ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ f( x , ೪ ) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾದ ಎರಡನೆಯ ಹಂತದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳಿವೆಯೆಂದೂ 
ಭಾವಿಸೋಣ, 

ಈ ಸಾಮೀಪ್ಯದಲ್ಲಿ , ದತ್ತರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ Qx + h, ೪ + k ) 
ಎಂಬುದು ಇನ್ನೊಂದು ಬಿಂದುವಾದರೆ ( ಆಕೃತಿ 15 - 2), ಆಗ 

ಪರಿಮಿತಿ = 11 , 
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ಎಂಬ ಪರಿಮಿತಿಯು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತರೇಖೆಯು ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವಷ್ಟೆ 
( slope ). 


* 


ತಿ 15 - 2 


f(x + , +1)= Fal, 9 )+ ( +k firs; 9) 
+ + 2hkch +k ) fix + 94, 9 + 84), 

08 < 1 . 
ಆದರೆ, f( , ೪ ) = 0 ಮತ್ತು fix + h, Y + k) = 0. 


17 . 3 . 

2 
+ at : + 2Aksha + km f(x + Bh , 9 + 8k ) 

= 0 , 0 < < 1 , .... ( ii ) 
ಇದರಲ್ಲಿ faxy Y ) ಮತ್ತು fs ( , 9 ) ಎಂಬ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳೆರಡೂ 
ಒಟ್ಟಿಗೇ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ, ಸಮಿಾಕರಣ ( ii ) ನ್ನು 
h ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ, ² 0 ಆದಂತೆ ಪರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ , 
(i) ರಿಂದ, 

f ( " + mys( x , ೪ ) = 0 . 
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ಈ ಸಮಿಾಕರಣವು m ಗೆ. 


m = 


. _ } ( x , 9 ) 


f ( tq , 91 ) 


- - 


- - 


Js ( * : 91 ... 


ಎಂಬ ಒಂದು ಬೆಲೆಯನ್ನು ಮಾತ್ರ ಕೊಡುತ್ತವೆ. ಆದ್ದರಿಂದ P ಬಿಂದು 
ವಿನಲ್ಲಿ ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. ಈ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣವು 
9 * 41 = " f ( xy Y ) 

(x – ೫ ),fx , 9 ) = 0 ; 

. 
ಎಂದರೆ , ( ೫ - x ) ( , ೪ ) + (೪ - 9 ) } { X , Y = 0. 
೫ ಅನಂತವಾದಾಗ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ೪ = ೪ ಆಗುತ್ತದೆ. 

ಆದರೆ, E ಬಿಂದುವು ಒಂದು ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವಾಗಬೇಕಾದರೆ , 
ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ಅಲ್ಲಿ ಎರಡು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿರಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ P 
ಬಿಂದುವು ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವಾದರೆ , 
f( x , 9 ) = 0 f ( x ; } ) = ) ಮತ್ತು (೫ , ೪ ) = 0 .... ( A ) 
ಆಗಲೇಬೇಕು. ಇಲ್ಲದಿದ್ದರೆ, ಮೇಲೆ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ, ದತ್ತ ರೇಖೆಗೆ 
P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. 

ಈಗ, ( A ) ಎಂಬ ನಿಬಂಧನೆಗಳ ಜೊತೆಗೆ, P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
f (x , 9) ಎಂಬ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಎರಡನೆಯ ಹಂತದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಮಗಳೆ 
ಲ್ಲವೂ ಒಟ್ಟಿಗೇ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲವೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ, ಸಮೂಾಕರಣ ( i ) 
( + 2hk + k : f( x + 9h , Y + 8k ) = 0, 

0 < 1 , 
ಎಂಬ ರೂಪಕ್ಕೆ ಇಳಿಯುತ್ತದೆ. ಇದನ್ನು ' ನಿಂದ ಭಾಗಿಸಿ , ²--> 0 
ಆದಂತೆ ಸರಿಮಿತಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ. ಆಗ, ಎರಡನೆಯ ಹಂತದ 

ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯಗಳ ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆಯಿಂದಲೂ , (i) ರಿಂದಲೂ , 
- fin (x , 9 ) + 2mJxy (೫ 9 ) + mfs ( x , 9 ) = 0 .... ( iii ) 
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ಈ ವರ್ಗಸಮಿಾಕರಣವು ( Quadratic quation 77 ಗೆ ಎರಡು 
ಬೆಲೆಗಳನ್ನು ಕೊಡುವುದರಿಂದ, ದತ್ತರೇಖೆಗೆ ? ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಎರಡು 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳಿರುತ್ತವೆ . ಆದ್ದರಿಂದ ? ಬಿಂದುವು ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುವಾ 
ಗುತ್ತದೆ. ಅಲ್ಲದೆ, 
[ fay ,9², fxz (* ) 94 - F. (x + 91) 

... ( B ) 
ಆದಂತೆ, n ನ ಬೆಲೆಗಳು , ನಿಜ ಮತ್ತು ಪ್ರತ್ಯೇಕ ಅಥವಾ ನಿಜ ಮತ್ತು 
ಐಕ್ಯ , ಅಥವಾ ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾಗುತ್ತವೆ. ತದನುಗುಣವಾಗಿ , P 
ಬಿಂದುವು ಕಂಠ ಬಿಂದು ಅಥವಾ ಕುಶಬಿಂದು ಅಥವಾ ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು 
ವಾಗುತ್ತದೆ. 
- ಸವಿಾಕರಣ ( iii ) ರಿಂದ ದೊರೆಯುವ ಬೆಲೆಗಳು 2 , 11 , ಆದರೆ , 
P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಯಂಗಳದ ಸವಿಾಕರಣವು 
[(೪ - Y4 ) - (X - x )1 €[ Y - Y ) - 7tar - T = .. . 
ಎಂದರೆ, Y - Y ) - m + y- Y ) (X - x ). 

- + 9774C - ) = 0. 

f ( xy Y ) . 
ಆದರೆ , 

11 + 17 = 


_ fxx Xx, 91) 


ಮತ್ತು 


m , m₂= for (x , y ) 


ಆದ್ದರಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಯಂಗಳದ ಸನಿರಾಕರಣವು 
( 2 - x ) / ( x - 3 ) + 2( 2 - x )( - 9 ) ,( * ) 9 ) 

+ (೪ - Y ( X , Y4) = 0 .... ( C ) 
ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ ವಿಧಾನ: 

= 0, F = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ವಿಘಟಿಸುವುದರಿಂದ 
( solve ) ದೊರೆಯುವ X, Y ಗಳ ಬೆಲೆಗಳ ಪೈಕಿ f( x, y) = 0 ಎಂಬ 
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ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು ಪಾಲಿಸುವಂಥ ಬೆಲೆಗಳು ದತ್ಯರೇಖೆಯ ದ್ವಿಗುಣ 
ಬಿಂದುಗಳ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಾಗುತ್ತವೆ. ಮೇಲಿನ B ) ಎಂಬ ಅಸಮತೆಯ 
( inequality ) ಪ್ರಕಾರ ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದುಗಳ ಸ್ವಭಾವವನ್ನು ವಿವೇಚಿಸ 
ಬಹುದು ; ಮತ್ತು ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಸಮಿಾಕರಣವು 
ಮೇಲಿನ ( ಡಿ ). 


- ಟಿಪ್ಪಣಿ : ( 1 ) $ 10. 3 ರಲ್ಲಿ ದತ್ತವಾಗಿರುವ ನಿಬಂಧನೆಗಳಲ್ಲಿ 
f = 0, f = 0 ಎಂಬ ಸವಿಾಕರಣಗಳು = flv, u ) ಎಂಬ 
ಮುಖಸ್ಥಲದ (Surface) ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು 
ಕೊಡುತ್ತವೆ. ಒಂದು ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಮುಖ 
ಸ್ಥಲವು ತನ್ನ ಸ್ಪರ್ಶತಲವನ್ನು (tangent plane) ಛೇದಿಸುವ 
ರೇಖೆಯನ್ನು XY - ತಲದಮೇಲೆ ( CY - plane) ಪ್ರಕ್ಷೇಪಿಸಿದರೆ 
( project , f( x, y) = ೧ ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಒಂದು ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದು 
ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಶಾಖೆಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ, 


( 2 ) ಒಂದು ವೇಳೆ, P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ , f( x, ೪ ) ಮತ್ತು ಅದರ 
1 ಮತ್ತು 2 ನೆಯ ಹಂತಗಳ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಮಗಳೆಲ್ಲವೂ ಶೂನ್ಯವಾಗಿ , 
3 ನೆಯ ಹಂತದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯ ಗಳೆಲ್ಲವೂ ಒಟ್ಟಿಗೇ ಶೂನ್ಯವಾಗದೆಯೂ 
ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿಯೂ ಇದ್ದರೆ, ಆಗ P ಬಿಂದುವು fx, 9 ) = 0 ಎಂಬ 
ರೇಖೆಯ ಒಂದು ತ್ರಿಗುಣ ಬಿಂದುವಾಗುತ್ತದೆ. ವಿಚಾರವನ್ನು ಮೇಲಿ 
ನಂತೆ ಮುಂದುವರಿಸಬಹುದು, 

- 9 = f( x) ಎಂಬ ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿನ P ಎಂಬ ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನ ಸಾಮಾನ್ಯದಲ್ಲಿ f '( ) ಎಂಬ ಜನ್ಯವು ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನವಾಗಿದ್ದರೆ, 
ಆಗ ಆ ಬಿಂದುವು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಒಂದು ಏಕಪ್ರಕಾರ ಬಿ೦ದು 
( uniform point, regular point) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡು 
ತದೆ. ಏಕಪ್ರಕಾರವಲ್ಲದ ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ ನಿಜಾತಿ ಬಿಂದುಗಳು ( singu 
lar points ) ಎಂದು ಹೆಸರು. ` ವಿಜಾತಿ ಬಿಂದುಗಳು ಮೇಲಿನ ( A ) 
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ಎಂಬ ಮೂರು ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಪಾಲಿಸುತ್ತವೆ. ಗುಣ ಬಿಂದುಗಳು 
( multiple points) ವಿಜಾತಿ ಬಿಂದುಗಳು . 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು . 
1 . x3 + y - 7² – 29 + 16 - 11 - 0 

ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಒಂದು ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದುವಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ ; 
ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವು (೫ , ೪ ) = 0 ಆದರೆ, ಆಗ 

_ fx = 3x – 14 + 16 ; } = 2Y - 1), 
ಈಗ f = 0 , f - ೧ ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು ಬಿಡಿಸಿದರೆ , (21) , 
( 8 ; 1 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. ಆದರೆ ಈ ಪೈಕಿ 2 , 1 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಮಾತ್ರ ದತ್ತರೇಖೆಯ ಮೇಲಿದೆ. . ಈಗ ಈ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಮಾತ್ರ ಗಮನಿಸಬೇಕಾಗಿದೆ, 

fx = 6x - 14 , fx = 0 , F = 2 . 
', far( 2, 1 ) = - 2, fx2, 1 ) = 0 , Fr ( 2, 1 = 2 . 
( 2, 1 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 2 ನೆಯ ಹಂತದ ಪಾಕ್ಷಿಕ ಜನ್ಯ - ಬೆಲ್ಲವೂ 
ಒಟ್ಟಿಗೇ ಶೂನ್ಯವಲ್ಲ . ಈ ಬಿಂದುವು ದತ್ತರೇಖೆಯ ಒಂದು ದ್ವಿಗುಣ 
ಬಿಂದು. ಅಲ್ಲದೆ ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 
( f²= 0 ಮತ್ತು fix : fr = - 4 . ಆದ್ದರಿಂದ 

( Fzy>> > fa fe . 
... ( 2 , 1 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಒಂದು ಕಂಠಬಿಂದು ( node ), ಸವಿತಾ 
ಕರಣ ( C) , $ 15 .3 ರಿಂದ, ಈ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 
Y - 1 = + (3 - 2 ). 

r = ² ಕಾಸ್29 
ಎಂಬ ದ್ವೀಪ ಯಕ್ಕೆ (lemniscate ) ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠಬಿಂದು 
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ವೆಂದು ( node) ತೋರಿಸಿ ; ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

ಮೂಲ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ " = 0 , " ಕಾಸ°26 = 0 . 
' ® = + n / 4. ಆದ್ದರಿಂದ ಅಲ್ಲಿ ಎರಡು ಶಾಖೆಗಳಿವೆ. ಅಲ್ಲಿ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 8 = + n / 4 ( $ 8. 24 ), ಈ ಫಲಗಳನ್ನು ದತ್ತ 
ರೇಖೆಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸಮಿಾಕರಣದಿಂದಲೂ [ ಎಂದರೆ, ( x2 + ²2 

= a²( x² - Y೭ ) ಎಂಬ ಸಮೀಕರಣದಿಂದಲೂ ಪಡೆಯಬಹುದು. 
( ಆಕೃತಿ 8 - 8). 
3 . 

Y+ 20 – ) = 3 
ಎಂಬ ಅಭಿಗಮ ರೇಖೆಗೆ ( cissoid ) ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕುಶ 
ಬಿಂದು (Cusp ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

f( x , ೪) = ( 2q - a ) - x3 ಆದರೆ , 

J = - Y² + 3²) ಮತ್ತು F = 2y2a - 2 ) 
:: j = 0, j = 0 ಮತ್ತು fix, 9 ) = ೧ ಎಂಬ ಮೂರು ಸವಿತಾ 
ಕರಣಗಳನ್ನೂ ಪಾಲಿಸುವ ಬಿಂದುವು ( 0, 0), ಮತ್ತೆ 

f = - 6x, fjs = - 2y fl = 2( 24 - x). 
ಆ ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

( Fig > = jxx fry 
. ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕುಶಬಿಂದು, ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು Y = 0. 
( ಆಕೃತಿ 16 -14 ). 
- 4 , 

a + p² = 13 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವುಇ೦ದು ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು ( conju 
gate point ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, 
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_ fc, ೨) = 1² + y² - 13 ಆದರೆ , 

- J = 2 – 3x², F = 29 . 
f = 0 = f = f( x , ೨) ಆಗುವುದು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ. 
ಈಗ, fx = 2 - 6x, fx = 0, fo = 2, ಆದ್ದರಿಂದ ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ 

( Fzy > < Jax Jy. 
5. ಮೂಲಬಿಂದುವು ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು, 


ಅಭ್ಯಾಸ 15 
1 , p³ = – ³ ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠಬಿಂದು 
( node ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳ ಮತ್ತು ಸೃವಣತಾ 
ವರ್ತುಳಗಳ ಸವಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 


೩ = 1 + :) ) = 1 + t 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕುಶಬಿಂದು ( Cusp ) ಎಂದುತೋರಿಸಿ, 
ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, 

3, x² + ² = wತಿ ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಅನುಬದ್ಧ 
ಬಿಂದು ( conjugate point) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

4 . x3 + y = 3amy ಎಂಬ ಪತ್ರಲತೆಗೆ (folium) ಮಲ 
ಬಿಂದುವು ಕಂಠಬಿಂದು (node) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ, ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ 
ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. 

5 . ³ + y' + Sax} = ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ - 0 , " a ) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಏಕಾಂಗಿಬಿಂದು ( isolated point ) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ. 


ಅಂತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


351 


. at x h 
* 6 , y = x - - , b > 0 , 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಮೂಲಬಿಂದುವು 4 > 0 ಆದಾಗ ಕಂಠಬಿಂದುವೆಂದೂ 
Q = 0 ಆದಾಗ ಕುಶಬಿಂದುವೆಂದೂ ತೋರಿಸಿ, 

7. x²p² = (a + y 26³ - ²) 

ಎಂಬ ಪಾಂಚಜನ್ಯಕ್ಕೆ (0, - a) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು60 
ಆದ೦ತೆ ಕ೦ಠಬಿಂದು, ಕುಶಬಿಂದು, ಅಥವಾ ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ . 

_ y = (೭ - a }(x – 6) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ 2, 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು d - b ಆದಂತೆ, ಕಂಠಬಿಂದು, 
ಕುಶಬಿಂದು ಅಥವಾ ಅನುಬದ್ದ ಬಿಂದು ಎಂದು ತೋರಿಸಿ. 

9. c - 43- 23 + 47² + 3 - 1 = 0 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಮರ ಕಂಠಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, 

10. ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳ ದ್ವಿಗುಣಬಿಂದುಗಳನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿಯಿರಿ : 
* 1) ( ೨ – 2² = ( x – 1 ) ; 

ii ) ² = 42 – ೫ – 1 
iii ) ( - ) ) + y = 0 ; 
iv ) •3 + p3 - 12x - 279 + 70 = 0 . 


11 . ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆ. ಳಿಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ತ್ರಿಗುಣಬಿಂದು 
ನೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳನ್ನು ಕಂಡ ಹಿಡಿಯಿರಿ : 

i) 4 - 23 + 3 = 0 ; 
ii ) ( w + y+ 2 = 9(3² - y ). 
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12. ಈ ಕೆಳಗಿನ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಒಂದು ಗುಣ 
ಬಿಂದು ( multiple point) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ : 

1) 2 ಕಾಸ್20 = ಕಾಸ್28 ; 
ii ) 1 = 4( 1 + ಕಾಸ್ 8) ; 
iii) 1 = a ಸೈನ್ ( 2n - 1) ; 
iv ) * = 4 ಸೈನ್ 2nd- 


23] 


ಅಧ್ಯಾಯ XVI 

ರೇಖಾನುಸರಣ 
( curve- tracing ) 

8 
16 .1 . ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳ ರೇಖಾರೂಪಣೆ ( repre 
sentation of functions by curves): 

ಒಂದು ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ಅನುಗುಣವಾದ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ರಚಿಸುವ ಕ್ರಮಕ್ಕೆ ಆ ರೇಖೆಯ ಅನುಸರಣವೆಂದು ಹೆಸರು. 
ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ , ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯ ಗುಣವಿಶೇಷಗಳನ್ನು ( pro 
perties) - ಎಂದರೆ , ಆರೋಹಿತ್ವ ಮತ್ತು ಅವರೋಹಿತ್ವ , ಗರಿಷ್ಠ 
ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳು, ಪ್ರವಣತೆ, ಅಸಂಪಾತಿಗಳು , ಸೀನತೆ 
ಮತ್ತು ನಿಮ್ಮ ತೆ ಪ್ರತಿವಲನ ಮತ್ತು ಗುಣಬಿಂದುಗಳು ಇತ್ಯಾದಿಗಳನ್ನು 
- ಅವಲಂಬಿಸಿ, ಆಯಾ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಗೆ ತಕ್ಕಂತೆ, ರೇಖಾನುಸರಣದ 
ಕ್ರಮವನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸಿಕೊಳ್ಳಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಕೆಲವು ರೇಖೆಗಳ ರಚನೆ 
ಯನ್ನು ಜಾಮಿತೀಯವಾದ ( geometrical) ಅಥವಾ ಯಾಂತ್ರಿಕ 
ವಾದ ( mechanical ) ಸೂತ್ರರೂಪಕ್ಕೆ ಇಳಿಸುವುದೂ ಸಾಧ್ಯವಾಗ 
ಬಹುದು. [ 16 .3 ರಲ್ಲಿ ( 4 ), ( 5), ( 7) , (10) , ( 15) ] 

_ 16 2. ರೇಖಾನುಸರಣದ ಸಾಮಾನ್ಯ ಕ್ರನು (general 
procedure for curve- tracing ). 

- ರೇಖಾನುಸರಣದಲ್ಲಿ ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಅಂಶಗಳನ್ನು 
ಗಮನಿಸಬಹುದು . 

( 1 ) ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ : 

(i) ಸಮಸಂಗತಿ (Symmetry ) : f ( x , 9) = 0 ಎಂಬ 
ದತ್ತ ಸಮೀಕರಣದಲ್ಲಿ ನ ಘಾತಗಳೆಲ್ಲವೂ ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ, 
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ರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸುಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ ; # ನ ಘಾತಗಳೆ 
ಲ್ಲವೂ ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಗಳೇ ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ, Y - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
ಅಲ್ಲದೆ, ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ವಿನಿಮಯದಿಂದ (interchange ) ದತ್ತ 
ಸವಿಾಕರಣವು ಬದಲಾಗದೆ ಇದ್ದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು 4 = X ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 
- (ii ) ರೇಖೆಯು - ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ಛೇದಿಸುವ 
ಬಿ೦ದುಗಳು :: f ( ೮, ೪) = 0 ಎಂಬ ದ ಸವಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ ೪ = 0 
ಹಾಕಿದರೆ , ರೇಖೆಯು X - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು ದೊರೆ 
ಯುತ್ತವೆ; x = 0 ಹಾಕಿದರೆ, ೪ - ಅಕ್ಷವನ್ನು ಛೇದಿಸುವ ಬಿಂದುಗಳು 
ದೊರೆಯುತ್ತವೆ. 
- ( iii ) X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ! ನ ಬೆಲೆಗಳು ನಿಜವಾದುವು 
( real ) : ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾದುವು (imagi 
nary ) ? 

( iv ) ರೇಖೆಯು ಅವಿಚ್ಚಿನವಾಗಿದೆಯೆ ? ವಿಚ್ಚಿ ತ್ರಿಗಳಿದ್ದರೆ, ಅವು 
ಎಲ್ಲಿವೆ ? X - + ಆದಾಗ ನ ಪರಿಮಿತಿಯೇನು ? ರೇಖೆಯ 
ಮೇಲೆಪ್ರಮುಖವಾಗಿ ಕಾಣಬರುವ ಇತರ ಬಿಂದುಗಳಾವುವು ? 

( v ) X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ೪ ಆರೋಹಿಯಾಗಿದೆ , ಯಾವ 
ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಅವರೊಹಿಯಾಗಿದೆ ? ಎಂದರೆ, ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
dyax > 0 ಅಥವಾ < 0 ಆಗುತ್ತದೆ ? 

( vi) ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು X - ಅಥವಾ 
೪ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿದೆ ? - ಎಂದರೆ , X ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
day / dx ಶೂನ್ಯ ಅಥವಾ ಅನಂತವಾಗುತ್ತದೆ ? 

( vii ) ಪರಾಕಾಷ್ಠ ( ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ) ಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆ ? 

( viii ) x ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ರೇಖೆಯು ಊರ್ಧ್ವ ಅಥವಾ 
ಅಧೋ ನಿನ್ನವಾಗಿದೆ ? ಎಂದರೆ, x ನ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ 
d=gdx> > 0 ಅಥವಾ < 0 ಆಗಿದೆ? ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆ ? 
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( ix ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳಿವೆಯೆ ? 

( x) ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯು ಬಹುಮೂಲ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆಯಾ 
ದಲ್ಲಿ , ಅದಕ್ಕೆ ಗುಣಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆ ? 

( xi ) ದತ್ತ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆಯನ್ನು ಪರಮಾನಿಕ ( parame 
tric) ಅಥವಾ ಇತರ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಿಗೆ ಪರಿವರ್ತಿಸುವುದು ಉಚಿತವೆ ? 
ಅಂಥ ಪರಿವರ್ತನೆಯಿಂದ ಹೊರಬೀಳುವ ಹೊಸ ಸಂಗತಿಗಳಾವುವು ? 

( xii ) ರೇಖೆಯ ರಚನೆಯು ಜಾಮಿತೀಯ ಅಥವಾ ಯಾಂತ್ರಿಕ 
ಸೂತ್ರವನ್ನು ಅವಲಂಬಿಸಿದೆಯೆ ? 

( xiii) ರೇಖೆಯನ್ನು ಎಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಸೂಕ್ತವಾದ ಮಾನನಾ 
ವುದು (Scale ) ? 

(2) ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ : 

(i) ಸಮಸಂಗತಿ : flv, 8) = 0 ಎಂಬ ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣದಲ್ಲಿ 
- " ನ ಘಾತಗಳೆಲ್ಲವೂ ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿದ್ದರೆ, ರೇಖೆಯು ಮೂಲಬಿಂದು 
ವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ. ಮತ್ತೆ , 8 ಗೆ ( - 8) 
ಹಾಕಿದಾಗ ಸಮಿಾಕರಣವು ಬದಲ ರೇಖೆಯ ಆದಿರೇಖೆಗೆ 
( initial line) ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ. A ದ ಎಲ್ಲ ಬೆಲೆಗಳಿಗೂ 
1 = l( a + N ) = ( a - A ) ಆದರೆ , ರೇಖೆಯು 0 = « ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಗೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

( ii ) 6 ದ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ + ನ ಬೆಲೆಗಳು ನಿಜ ಅಥವಾ 
ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾಗಿರುತ್ತವೆ ? 

- (iii ) 6 ದ ಯಾವ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ? ಶೂನ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ ? 6 ದ 
ಕೆಲವು ಪ್ರಮುಖವಾದ ಬೆಲೆಗಳಿಗೆ ಅನುಗುಣವಾದ ? ನಬೆಲೆಗಳಾವುವು ? 

(iv ) " ನ ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯಗಳಾವುವು ? 
( v ) 6 ಮತ್ತು 6 ಕೋನಗಳ ಸಂಬಂಧವೇನು? 
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* ( vi ) ರೇಖೆಯ ಯಾವ ಭಾಗಗಳು ಧ್ರುವಕ್ಕೆ ನಿಮ್ಮ ಅಥವಾ 
ಸೀನವಾಗಿವೆ ? ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆ ? 

( vii ) ಅಸಂಪಾತಿಗಳಿವೆಯೆ ? 
( viii ) ಗುಣಬಿಂದುಗಳಿವೆಯೆ ? 
ಇತ್ಯಾದಿ. 

ಈ ಅಂಶಗಳನ್ನು ಗಮನಿಸಿದರೆ, ರೇಖೆಯ ಆಕೃತಿಯನ್ನು ಸ್ಕೂಲ 
ವಾಗಿ ಕಂಡುಕೊಳ್ಳಬಹುದು. ಆವಶ್ಯಕತೆಗೆ ತಕ್ಕಂತೆ ರೇಖೆಯನ್ನು 
ಇನ್ನೂ ಸೂಕ್ಷ್ಮವಾಗಿ ಪರಿಶೀಲಿಸಬಹುದು. 

ರೇಖೆಗಳ ಆಕೃತಿಗಳಲ್ಲಿ ವೈವಿಧ್ಯತೆಗೆ ಬೇಕಾದಷ್ಟು ಎಡೆಯಿದೆ. 
ಉದಾಹರಣಾರ್ಥವಾಗಿ ಈಗ ಕೆಲವುರೇಖೆಗಳನ್ನು ಎಳೆಯೋಣ. 


ಉದಾಹರಣೆಗಳು 


1 , 

_ y = *( 1 - 2 ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 
- (i) ದತ್ತಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 

Y = £x (1 - ) . 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು, ರೇಖೆಯು X – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. 


( ii ) Y = 0 ಆದಾಗ, X = 0 , 1 , . ರೇಖೆಯು X - 
ಅಕ್ಷವನ್ನು ( 0, 0), (10) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ, 

(iii ) 1 > 1 ಆದಾಗ ೪ ನ ಬೆಲೆಗಳು ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾಗುತ್ತವೆ. 
', > 1 ಆದಾಗ ರೇಖೆ ಇರುವುದಿಲ್ಲ . 
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( iv ) 


→ - ಅ ಆದಂತೆ, Y > + , 


- 2 - 3x 
( v ) + 241 - )". 

( vi ) ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠ 
ಬಿಂದು, ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 
Y = + ೩ 

ಕೃತಿ 16 -1 
( vii ) C = 1 ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾ 
ನಾಂತರದಲ್ಲಿದೆ. 
( vi) ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು (ಡಿ 243) 

ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು , - 3). 
ರೇಖೆಯು ಒಂದು ಸುಷಿರವನ್ನು ( loop) ಒಳಗೊಂಡು, ಆಕೃತಿ 16 -1 
ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಇದೆ. 


9 _ .. 


0 + 


2. 

Y° = * - * 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 
(1) ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 

4 + ೫ 
| = + + a - x 


ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು, ರೇಖೆಯು $ – ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿರು 
ವುದರಿಂದ, x – ಅಕ್ಷದ ಮೇಲುಗಡೆಯ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನೆಳೆದು ಅದನ್ನು 
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– ಅಕ್ಷದಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಬಿಂಬಿಸಿದರೆ ( refect ) ಇಡೀ ರೇಖೆಯು ದೊರೆ 
ಯುತ್ತದೆ. 


( ii ) Y = 0 ಆದಾಗ x = 0, - . .: ರೇಖೆಯು x – ಅಕ 
ವನ್ನು ( 0, 0), ( - q , 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ, 

- ( iii) - d < < < ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ! ನ ಬೆಲೆಗಳು ನಿಜ 
ವಾದುವು. > ಮತ್ತು < - ಎಂಬ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ೪ ನ ಬೆಲೆ 
ಗಳು ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾದುವು. ಆದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯು - 4540 
ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. 


( iv ) X > 0 ಆದಾಗ ೪ ೧ ೩ = Q ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 
ಅಸಂಪಾತಿ, ಈ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ರೇಖೆಯು ಎಡಗಡೆಯಿ೦ದ ಸವಿತಾ 
ಪಿಸುತ್ತದೆ. ಇನ್ನೆರಡು ಅಸಂಪಾತಿ ಗಳು ಭಾವನಾತ್ಮಕವಾದುವು. 


I dy a² + ax - x² 
( v) = + (a - )312 (a + 1/2 * 
( vi ) = + a ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು ಅನಂತವಾಗುತ್ತದೆ, 

( vii ) ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠಬಿಂದು , ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 
} = + ೩ . 

( viii ) ಗರಿಷ್ಠ ಮತ್ತು 
ಕ ನಿ ಷ್ಣ ಬಿ ೦ ದು ಗಳn - 
ನಿರ್ದೆಶಕವು 

[ - ( V5 - 1) - | 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 - 2 
ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. ಈ 

ಆಕೃತಿ 16 - 2 
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3 , 


9 = 1 + x² 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

(i) ೫ > ಅಥವಾ = ಅಥವಾ < 0 ಆದಂತೆ, ೪ > ಅಥವಾ 
= ಅಥವಾ 70 ಆಗುವುದರಿಂದ, ರೇಖೆಯು 1 ಮತ್ತು 3 ನೆಯ ಚೌ 
ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ (quadrants ) ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವನ್ನೊಳಗೊಂಡಿದೆ. 

( ii ) -> + ಅ ಆದಂತೆ Y >> 0 , – ಅಕವು ಎರಡು ಕೊನೆ 
ಗಳಲ್ಲೂ ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗಿದೆ. ರೇಖೆಯು ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ೩ + 0 
ಆದಾಗ ಮೇಲುಗಡೆಯಿಂದಲೂ - - 0 ಆದಾಗ ಕೆಳಗಡೆಯಿಂದಲೂ 
ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 

dy 1 - ² dy 2s( x² - 3) 
( 11 ) dc = ( 1 + x²): : dx² = (1 + x²) 
(iv ) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು y = ೩ . 

( v) ಗರಿಷ್ಠ ಬಿ೦ ದು (1, 4), ಮತ್ತು ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
( - 1 , - 1 ). 

( vi) ಪ್ರತಿವಲನಬಿಂದುಗಳು 


(0,0), 3, ) ಮತ್ತು ( - v3, - 3). 
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ರೇಖೆಯನ್ನು ಹಿಂದಿನ ಆಕೃತಿ 16 - 3 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 

4 . Cy = - Y° 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 
- (i) ೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಘಾತಗಳು ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ, 
ರೇಖೆಯು 1 – ಮತ್ತು ೪ - ಅಕಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. 
ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವನ್ನು 

Y = + 4 + ) ಅಥವಾ C = + / - ³) 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು. 

(i ) ಮೂಲಬಿಂದುವು ರೇಖೆಯಮೇಲಿದೆ. 


( i) ಡಿ = t1 + u+)312² 


(iv ) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು } = + x. 

( v ) Y = + 1 ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಗಳು ಅಸಂಪಾತಿಗಳು. 
ರೇಖೆಯು - 1 < < ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಇದೆ. 


Gತಿ 16 - 4 


ಆ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


361 


ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದ ರೇಖಾಭಾಗವನ್ನೆಳೆದು ಅದನ್ನು OX , 
OY ಅಕ್ಷಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಬಿಂಬಿಸಿದರೆ , ಇಡೀ ರೇಖೆಯು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಆರೋಹಿ 
ಯಾಗಿ , x > 0 ಆದಂತೆ = 1 ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಕೆಳಗಡೆ 
ಯಿಂದ ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ, ರೇಖೆಯನ್ನು ಆ ಕೃತಿ 16 - 4 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 


5, ( x² - 1 ) = x²( x² - 4 ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

(i) ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ಘಾತಗಳು ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಗಳಾದ್ದರಿಂದ 
ರೇಖೆಯು OX , OY ಅಕ್ಷಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ಆದ್ದ 
ರಿಂದ ಮೊದಲನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿನ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆದು ಉಳಿದ ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು ಪ್ರತಿಬಿಂಬನದಿಂದ ಪಡೆಯಬಹುದು. ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನು 

x2 - 4 

Y = + ೫ + - 1 
ಎಂದು ಬರೆಯಬಹುದು . 


( ii ) Y = 0 ಆದಾಗ, = 0 , ²2, . ರೇಖೆಯು ೫ – 
ಅಕ್ಷವನ್ನು (0 , 0), ( 2, 0) , ( - 2, 0) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 

( iii) 1 | 2 | < 2 ಆದಾಗ, Y ನ ಬೆಲೆಗಳು ಭಾವನಾ 
ತ್ಮಕ ವಾಗಿರುತ್ತವೆ. - 2 < < - 1 ಮತ್ತು 1 < < 2 
ಎಂಬ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ರೇಖೆ ಇರುವುದಿಲ್ಲ. 

dya - 2x² + 4 
( IV ) dc = [ ( x² - 1) – 4)) 
(v) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು } = + 2x . 
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(vi) 0 = + 1 , + 2 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತವು 
ಅನಂತ. 

( vii ) ಗರಿಷ್ಠ ಅಥವಾ ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದುಗಳಿಲ್ಲ. 

( viii ) ೫ = + 1 , ೪ = + ೫ ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಅಸಂ 
ಪಾತಿಗಳು . ಮೊದಲನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ, ಎಂದರೆ 120, Y = 0 


- 


ಆಕ್ಕತಿ 16 - 5 


ಆದಾಗ, ರೇಖೆಯು x = 1 ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಎಡಗಡೆ 
ಯಿಂದಲೂ , ೪ = " ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಕೆಳಗಡೆಯಿಂದಲೂ 
ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ, 

ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 -5 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ , 


6 . 

* ಸೆಕ್d = 4 ಸೈನ್Q 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 
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(i) 6 ಗೆ ಬದಲು - 8) ಹಾಕುವುದರಿಂದ ಈ ಸವಿಾಕರಣವು 
ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲ. ಆದ್ದರಿಂದ, ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಸಮ 
ಸಂಗತಿ ಇದೆ . 


(i ) - " <o <” ಆದಾಗ, 120. ಅಲ್ಲದೆ, 0 = 8, 
- " = ರ್= ಆದಾಗ 1 = ಆದರೆ , 6 = 180° + 6 
ಆದಾಗ " = - ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದರೆ, ( Tq , 8 ) , ( - " 
180° + 0 ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಐಕ್ಯವಾದುವು. ಆದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯು 
1 ಮತ್ತು 4 ನೆಯ ಚೌ ಭಾಗಗಳಲ್ಲಿ ಮಾತ್ರ ಇರುತ್ತದೆ. ಇಡೀ ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು 1 ನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿರುವ ರೇಖೆ ಮತ್ತು ಆದಿರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 
ಅದರ ಪ್ರತಿಬಿಂಬ ಎಂದು ಪರಿಗಣಿಸಬಹುದು. 
- (ii ) 0 = ಬ್ಯಾನ್ -12 ಆದಾಗ , " ನ ಬೆಲೆಯು ಗರಿಷ್ಠ ವಾ 

1645 
ಗುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು " ನ ಗರಿಷ್ಠ ಬೆಲೆಯು R = 1950 


( iv ) 8 ದ ಬೆಲೆಯು 0 ಇಂದ ಟ್ಯಾನ್ -12 ಗೆ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ, 
1 ನ ಬೆಲೆಯು 0 ಇಂದ ಅದರ ಗರಿಷ 
ಬೆಲೆ ಯಾ ದ R ಗೆ ವರ್ಧಿಸುತ್ತದೆ, 
0 ದ ಬೆಲೆಯು ಟ್ಯಾನ್ -12 ಇಂದ 
m / 2 ಗೆ ವರ್ಧಿಸಿದಂತೆ ” ನ ಬೆಲೆಯು 
R ಇಂದ 0 ಗೆ ಕ್ಷೀಣಿಸುತ್ತದೆ, 


( v ) ಧ್ರುವದಲ್ಲಿ 8 = 0 , 0 = 1 / 2 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು . 


Gಕೃತಿ 16 – 6 
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- ( vi ) ಈ ರೇಖೆಯ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸವಿಾಕರಣವು 
( 2° + y^) = axg . 

ರೇಖೆಯು ಸಮವಾದ ಎರಡು ಸುಷಿರಗಳಿಂದ (loops) 
ಆಗಿದೆ. ( ಆಕೃತಿ 16 - 6 ). 


x2 


೪s 


ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

- (i) ನ ಘಾತವು ಸರಿಸಂಖ್ಯೆಯಾದ್ದರಿಂದ , ರೇಖೆಯು - 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. 


| Gಕೃತಿ 16 - 7 
( ii) ೪ ನ ಬೆಲೆಗಳು ಸದಾ ಧನ. 

( iii ) -> + ಆದಾಗ, ೪ -> 0 , 2 – ಅಕ್ಷವು ಎರಡು 
ಕೊನೆಗಳಲ್ಲೂ ಅಸಂಪಾತಿ, 
( iv ) ರೇಖೆಯು ೪ – ಅಕ್ಷವನ್ನು (0, 1) ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 

dg _ 2 a³y ( 2x² - 1 ) 


( vi ) ( - 0 , 0) ಎಂಬ - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು 
ಆರೋಹಿ; ( , m ) ಎಂಬ X - ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು ಅವರೋಹಿ, 
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( vii ) ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು (0, 1). 

( vi) ಪ್ರತಿವಲನಬಿಂದುಗಳು ( + 2, , ಮತ್ತು 
ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳು 4 ( 2೦). 

ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 - 7 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ . 
8. 

ಸೈನ್ 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

- (i) = 0 ಆದಾಗ Y ನ ಬೆಲೆಯು ದತ್ತವಾಗಿಲ್ಲ. ಆದರೆ , 
೩ > 0 ಆದಾಗ, ೪ > 1 . ಇಲ್ಲಿ x = ೧ ಆದಾಗ ೪ ಗೆ ೪ ನ ಪರಿಮಿತಿಯ 
ಮೂಲ್ಯವನ್ನೇ ಇರಿಸಿಕೊಳ್ಳ ಬೇಕೆಂದು ಅಧ್ಯಾಹಾರ ; ಎಂದರೆ, ೫ = 0 
ಆದಾಗ, ! = 1 . 
( ii ) ರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷವನ್ನು 

( + , 0) , ( + 2m , 0) , ( 3 , 0) , , , , 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 

... dy ಕಾಸ್ ಸೈನ್ಯ 


( 111 ) 


dc = 


x 


x2 


& 


16 - 8 
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(iv) -> 0 ಆದಾಗ Y > 0 ( ಲ ಹಾಸ್ಪಿಟಲ್ ಸೂತ್ರದಿಂದ). 
ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು ( 0, 1 ). 


7 


3 


5 


. 


(v) ದತ್ತರೇಖೆಯು } = + ಎಂಬರೇಖೆಯನ್ನು 

= £ಗ್ಗೆ, + ರ್, £ಗ್ಗೆ, . . . 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. ಏಕೆಂದರೆ ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು 
ರೇಖೆಗಳಿಗೂ ೪ - ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು ಸವ , ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳೂ ಸಮ , 


( vi ) Y = ಸೈನ್ 


= 1 - 


+ .. 


. ಮೂಲಬಿಂದುವಿನ ಸಾವಿಾಪ್ಯದಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು Y - 1 = - 2 
ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪವನ್ನು ಹೋಲುತ್ತದೆ. 
ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 -8 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ . 

ಕಾಸ್ x 

9 = - 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

(i) ರೇಖೆಯು ೮ - ಅಕ್ಷವನ್ನು 


9 . 


& 


( .೦), + ೯,೦), (+ ೯,೦),.. 


ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 
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( ii ) 


X » 0 ಆದಾಗ, Y > , 


dy 


ಸೈನ್ ೧೮ ಕಾಸ್ 


ಸೈನ್ + 


2 * 


ಕೃತಿ 16 - 9 


( iv ) ದತ್ತರೇಖೆಯು } = + ಎಂಬ ಸನಾತಿಕ್ಷೇಪವನ್ನು 


= + T , + 27 , + 3 , , , , 
ಎಂಬಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ; ಏಕೆಂದರೆ ಈ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು ರೇಖೆಗಳಿಗೂ 
- ೪ - ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು ಸವ , ಮತ್ತು ಸ್ಪರ್ಶಪಾತಗಳೂ ಸನು , 

ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 - 9 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 


10, 

Y = ಲಾಗ್ ಸೈನ್ 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 

ಮೊದಲು 0 < < ಎಂಬ ಅವಧಿಯನ್ನು ಗಮನಿಸೋಣ. ಈ 
ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
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- (i) ಸೈನ್x = 1 ಆದ್ದರಿಂದ, Y = 0. 

( ii ) ಸೈನ್( T - x) = ಸೈನ್x ಆದ್ದರಿಂದ, ದತ್ತರೇಖೆಯು 
X = / 2 ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. 

( iii ) = 0 ಮತ್ತು ೫ = T ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳು ಅಸಂಪಾತಿಗಳು , 
( iv ) Y' = ಕಾಟ೫ , ೪ ' – – ಕೊಸೆಕ್ .. 


IST 


ಕ್ರಿತಿ 16 - 10 
( v ) ರೇಖೆಯು 0 < < / 2 ರಲ್ಲಿ ಆರೋಹಿ, ಮತ್ತು 
m / 2 < < r ನಲ್ಲಿ ಅವರೋಹಿ. 

( vi ) ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು ( 7/2, 0). 

T < x < 2 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ Y ನ ಬೆಲೆಗಳು ಭಾವನಾ 
ತ್ಮಕವಾದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯಿಲ್ಲ. 2 < x < 3 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 
ರೇಖೆಯ ಆಕಾರವು 0 ( m / r ನಲ್ಲಿ ಇರುವಂತೆಯೆ , ಹೀಗೆಯೇ 
ರೇಖೆಯು ಸದಾಂತರ ( alternate ) ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ಆವರ್ತಿಸುತ್ತದೆ, 

ರೇಖೆಯನ್ನು ಆಕೃತಿ 16- 10 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿದೆ. 

16.3 . ಕೆಲವು ಸುಪ್ರಸಿದ್ಧ ರೇಖೆಗಳು (Some well 
known curves ). 

ಕೆಲವು ಸುಪ್ರಸಿದ್ಧ ರೇಖೆಗಳ ಆಕೃತಿಗಳನ್ನೂ ವಿಶೇಷ ಗುಣಗಳನ್ನೂ 
ಈ ಕೆಳಗೆ ಕೊಟ್ಟಿದೆ. 
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(1 ) ಪರಿಕ್ಷೇಪದ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ( evolute of the 
parabola ). 

- 27ay = 4( ೩ - 2a) . 
(i) ಇದೊಂದು ಘನಾರ್ಧ ಪರಿಕ್ಷೇಪ ( semi-cubical 
parabola ), - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ( 20 , 0) ಎಂಬ 
ಬಿಂದುವು ಕುಶಬಿಂದು ( cusp), ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
9 = 0 ( ಆಕೃತಿ 12- 11). 
- (ii ) Y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ಇದು ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ, 
ಈ ರೇಖೆಗಳು ( 80, + 442 •a ) ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತವೆ. 

( iii ) ಸಮತಲದಲ್ಲಿ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಬಲಗಡೆ ಇರುವ ಬಿಂದು 
ಗಳಲ್ಲಿ 27ay² - 4 ( - 24 > 0 . ಈಗ, y² = 4ax ಎಂಬ ಪರಿ 
ಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ( at² , 2at ) ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಲಂಬರೇಖೆಯು 

+ tx = 2at + at : ಈ ಸಮಿಾಕರಣಕ್ಕೆ ೬ , t , t ಎಂಬ ಪರಸ್ಪರ 
ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾದ ಮೂಲಗಳಿರಬೇಕಾದರೆ , 27ay² - 4( x – 2a ) > 0 
ಆಗಬೇಕು. ಆದ್ದರಿಂದ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಗೆ ಬಲಗಡೆ ಇರುವ ಒಂದು ಬಿಂದು 
ವಿನಿಂದ y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ಮರು ಪರಸ್ಪರ ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾದ 
ಲಂಗಳನ್ನೆಳೆಯಬಹುದು . ಹೀಗೆಯೇ , ವಿಕಾಸಿ 
ಇರುವ ಬಿಂದುಗಳಿಗೆ 27ay ' - 4 ( – 2a 340 ಅಂಥ 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ y = 4ax ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ಒಂದು ಲಂಬವನ್ನು 
ಮಾತ್ರ ಎಳೆಯಬಹುದು ; ಇನ್ನೆರಡು ಲಂಬಗಳು ಭಾವನಾತ್ಮಕ 
ವಾಗಿರುತ್ತವೆ. ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯ ಮೇಲಿರುವ, ಆದರೆ ಕುಶ ಬಿಂದುವಲ್ಲದ, 
ಒಂದು ಬಿಂದುವಿನಿಂದ y = 4ax ಎಂಬ ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಗೆ ಎಳೆಯ 
ಬಹುದಾದ ಲಂಬರೇಖೆಗಳಲ್ಲಿ ಎರಡು ಲಂಬರೇಖೆಗಳು ಐಕ್ಯವಾಗಿಯೂ 
ಇನ್ನೊಂದು ಪ್ರತ್ಯೇಕವಾಗಿಯೂ ಇರುತ್ತವೆ. ಕುಶಬಿಂದುವಿನಿಂದ 
( cusp ) * – 4ax ಗೆ ಎಳೆಯಬಹುದಾದ ಮೂರು ಲಂಬಗಳೂ ಐಕ್ಯ 
ವಾಗಿರುತ್ತವೆ, 


ಎಡಗಡೆ 
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cole 


(2) ಅವಲುಪ್ತಿಯ ನಿಕಾಸಿರೇಖೆ( evolute of the 
ellipse) . 

( an ) + (by - ( ² - b )ಕೆ. 
(i) ಇದೊಂದು ಚತುರ್ವಿದಾರಿ (tetra - Cuspidal 
curve), - ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ, ಮತ್ತು 
ಆ ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ತನ್ನ ಕುಶಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ (Cusps ) ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. 
ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ ( quadrant) ಅವರೋಹಿಯಾಗಿದೆ 
ಆಕೃತಿ 12-12, 
( ii ) 8 ಎಂಬ ಪರಮಾನದಲ್ಲಿ ಈ ರೇಖೆಯ ಸವಿಾಕರಣಗಳು 
a – 62 

- a² - 62 . 
1 = ಕಾಸ್ ³6 , Y = 6 ಸೈನ್ 
( iii ) ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ X - ಮತ್ತು ೪ – ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಅಂತರ್ಗತ 
ವಾದ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣಿ. 


(iv ) ಈ ರೇಖೆಯು + 5 = 1 ಎಂಬ ಅವಲುಪ್ರಿಯ 
ವಿಕಾಸಿರೇಖೆ. 

( v) ಅವಲುಪ್ರಿಯ ಅತಿರೇಖವು ( eccentricity , e) 
21 / 12 ಆದರೆ , ವಿಕಾಸಿರೇಖೆಯು ಅವಲುಪ್ತಿಯನ್ನು ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. 

( vi ) ಈ ರೇಖೆಯ ಕಂಸದ ಉದ್ದವು . 


(3) ನಾಕ್ಷಿ (astroid). 
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11 ) ಈ ರೇಖೆಯು ೫ - ಮತ್ತು - ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಸಮಸಂಗತ 
ವಾಗಿದೆ. ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ ( quadrant ) ಅವರೋಹಿ 
ಯಾಗಿದೆ. - ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳನ್ನು ( + 0 , 0 ) , ( O , + 0 ) 
ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಬಿಂದುಗಳು ಈ ರೇಖೆಯ 
ಕುಶಬಿಂದುಗಳು ( Cusps). [( A ) ಆಕೃತಿ 16 - 11 )] . 

( ii) X - ಮತ್ತು ೪ – ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಅಂತರ್ಗತವಾದ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯು ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣಿ, 
( iii ) t ಎಂಬ ಪರಮಾನದಲ್ಲಿ ಈ ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣಗಳು 

- ೫ = ೩ ಕಾಸ್ ೬, ೪ = ೧ ಸೈನt .... A ) 
( iv ) ಈ ರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು (evolute ) 

(x + y + (a:- y) = ( 2 /2q) ... (B ) 
ಎಂಬ ನಾಕ್ಷಿ (ಉದಾ 23 , ಅಭ್ಯಾಸ 12). 


/ / / 


( A) 


( B) 
+ --- -- - - 


7) 


/ 


ಕೃತಿ 14 - 1) 


372 


ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


( v ) ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯ ವಿಕಾಸಜನ್ಯರೇಖೆ ( involute of an 
astroid ) : ದತ್ತ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯು X = ೧ ಕಾಸ್ 36 , 9 = ಸೈನ್ 

ಎಂದು ಭಾವಿಸೋಣ... ಆಗ 
dy /dx = - ಟ್ಯಾನt. 
.:: v = 180° - t ಮತ್ತು 
ds = – 3a gdyt just dt. 
* 1 = 7 / 4 ಆದಾಗ 8 = 0 
ಎಂದು ಭಾವಿಸಿದರೆ , 

30 
8 = 4 ಕಾಸ್24 ಆಕ್ಷತಿ 16 - 12 
ರಲ್ಲಿ M ಬಿಂದುವಿಗೆ t = 7 /4 , 

A ಬಿಂದುವಿಗೆ 1 = 0 , ಮತ್ತು P 
ಬಿಂದುವು t ಎಂಬ ಒಂದು ಪ್ರಚಲಿತಬಿಂದು . ಈಗ MA ಎಂಬ ಕಂಸಕ್ಕೆ 
ಹೊಂದಿಸಿರುವ ಒಂದು ವಿಕಾಸ ತಂತುವನ್ನು M ನಿಂದ P ವರೆಗೆ ಬಿಡಿಸಿ 
ದಾಗ ಅದರ ಅಂತಿಮ ಬಿಂದುವು Q ಆದರೆ , Q ಬಿಂದುವು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ 
ರೇಖೆಯಮೇಲಿರುತ್ತದೆ. Q ಬಿಂದುವು P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯಮೇಲಿದೆ, ಮತ್ತು PQ = ಕಂಸ MP = ಕಾಸ್2t. 
ಈಗ Q ಬಿಂದುವು ( My, 9 ) ಆದರೆ , P ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯ 
ಸವಿಾಕರಣದಿಂದ, 


x - ಕಾಸ್ _ 92 - 4 ಸೈನ್ - PQ = 30 ಕಾಸ್ 26. 


- ಕಾಸt - 


ಸೈನt 


= 12 - 4 


.: 


2 = 4 ಕಾಸ್ t- ಕಾಸ್ ಕಾಸ್2t 
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- ಮತ್ತು ೪ = ೧ ಸೈನ್ + “ಸೈನ್ ಕಾಸ್2t 


= ಸೈನ್ - ಸೈನ್ . 
.: 2 ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ, ಎಂದರೆ ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಯ , ಪರಮಾನ 


ಸವಿಾಕರಣಗಳು 


= ಕಾಸ್ - ಕಾಸ್ , 
೪= ಸೈನ್ - ಸೈನ್ 


ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ , 


(x + y ++ (x -y * = 75 .... (C) 
ಇದೂ ಒಂದು ನಾಕೃತಿ, 
* ( A ), ( B ), ( a) ಎಂಬ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಗಳನ್ನು ಆಕೃತಿ 16 - 11 ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿದೆ. ಮಧ್ಯದಲ್ಲಿರುವ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯು ದತ್ತರೇಖೆ ( A ), ಹೊರಗಿನ 
ಬಿಂದುಷವಿತ ( dotted) ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯು ದತ್ತರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿರೇಖೆ 
( B), ಒಳಗಿನ ಬಿಂದುಷವಿತ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯು ದತ್ತರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಜನ್ಯ 
ರೇಖೆ ( C). ಈ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಗಳ ಅರ್ಧಾಕ್ಷಗಳ ( semi-axes ) ಪ್ರಮಾಣ 
ಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ 4 , 2420 ಮತ್ತು a ] </ 2 . ಈ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಗಳ 
ಶ್ರೇಣಿಯನ್ನು ಮುಂದುವರಿಸಬಹುದು, ದತ್ತರೇಖೆಗೆ 1 , 2, 3, ...., 
7 ನೆಯ ವಿಕಾಸಿ ಮತ್ತು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಗಳೆಲ್ಲವೂ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಗಳಾಗಿದ್ದು 
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ಒಂದರಲ್ಲೊಂದು ಹೊಂದಿಕೊಂಡಿರುತ್ತವೆ. ಈ ಶ್ರೇಣಿಯಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಯೊಂದು 
ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯೂ ಅದರ ಒಳಗಿನ ನಾಕ್ಷತ್ರಿಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯಾಗಿರುತ್ತದೆ. 

ಸವಿಾಕರಣ ( C) ಗೆ ಇನ್ನೊಂದು ಪರಮಾನರೂಪವೂ ಇದೆ. 
ಅದಾವುದೆಂದರೆ, 


೫ + Y = ಕಾಸ್‌0, ೫ - Y = ಸೈನ್ ; 


ಎಂದರೆ , 


x = 


( ಕಾಸ್‌0+ ಸೈನ್6), 


೪ = 25( ಕಾಸ್‌0 - ಸೈನ್30 ). 


ಆದರೆ ಇಲ್ಲಿನ 8 ಎಂಬ ಪರಮಾನಕ್ಕೂ , ಮೇಲಿನ ಎಂಬ ಪರಮಾನಕ್ಕೂ 
ವ್ಯತ್ಯಾಸವಿದೆ. ↑ ಎಂಬ ಪರಮಾನದಲ್ಲಿ ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಪ್ರವಣತಾ 
ಕೇಂದ್ರವು( ಕಾಸ್ತಿ , 6 ಸೈನ್ 1) ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ, 
1 ಎಂಬ ಪರಮಾನದಲ್ಲಿ ( B ) ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣಗಳ 

* = 30 ಕಾಸ್ - 20 ಕಾಸ್ತಿ , 

Y = 30 ಸೈನ್ - 20 ಸೈನ್ 
ಆಗುತ್ತವೆ. ಈ ಸಮೀಕರಣಗಳನ್ನು , a ರೇಖೆಯ 1 - ಪರಮಾನ 
ಸವಿಾಕರಣಗಳಲ್ಲಿ ಗೆ ಬದಲು 40 ಹಾಕಿ, ಪಡೆಯಬಹುದು. ಹೀಗೆ, 
A , B , C ಎಂಬ ಮೂರುರೇಖೆಗಳಿಗೂ ಎಂಬ ಒಂದೇ ಪರಮಾನ 
ದಲ್ಲಿ ಸಮಿಾಕರಣಗಳನ್ನು ಪಡೆಯಬಹುದು. 


3a 


ಮೇಲೆ ಉಪಯೋಗಿಸಿರುವ 8 = ಕಾಸ್26 ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರ 
ಣದ ಬದಲು 8 = - ಸರ್ ಸೈನ್ ' ಎಂಬ ಸಮಿಾಕರಣವನ್ನಿಟ್ಟುಕೊಂಡರೆ, 
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ಆಗ , 1 = 0 ಆದಾಗ 3 = 0 ಆಗುತ್ತದೆ, ಮತ್ತು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಯ 
ಪರಮಾನ ಸವಿಾಕರಣಗಳು 


34 


3 


. 


I 


2 = & ಕಾಸ್ + * ಕಾಸ್ ಸೈನ್ 

- ಕಾಸt- ಕಾಸ್‌ , 
} = 0,ಸೈನ್ - ಸೈನ್ ಸೈನ್ 

- ಸೈನ್ 
ಆಗುತ್ತವೆ. ಈ ರೇಖೆಯ ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರವು( @ ಕಾಸ್ ೬, ಸೈನ್ ) 
ಎಂಬ ರೂಪದಲ್ಲೇ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಆದರೆ , ಈ ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆಯು 
ಆಕೃತಿ 16 -11 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವ ( C) ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲ; ಇದು 
ಮತ್ತೊಂತು ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆ. 

(vi) ( 2), $ 16 .3 ರಲ್ಲಿ ಕೊಟ್ಟಿರುವ ಅವಲು ಮತ್ತು 
ಅದರ ವಿಕಾಸ ರೇಖೆಗಳು Q = 4 , by = " ಎಂಬ ಪರಿವರ್ತನೆಯಿಂದ 


+ 54 = 1 , ಮತ್ತು 4 * + = ( ³ – 52) 
ಎಂಬ ಅವಲು ಮತ್ತು ನಾಕೃತಿಗಳಾಗುತ್ತವೆ. ಆದರೆ ಈ ಅವಲುಪ್ಪಿಗೆ 
ಈ ನಾಕತ್ರಿಯು ವಿಕಾಸಿರೇಖೆಯಾಗುವುದಿಲ್ಲ . ಏಕೆಂದರೆ , ಈ ಅವಲು 
ಪ್ರಿಯ ವಿಕಾಸಿರೇಖೆಯು 

(aq) + (6² ) = ( a - 64 . 
ಕೇವಲ ಒಂದು ಬಿಂದು ಪರಿವರ್ತನೆಯಿಂದ ( point - transforma 
tion ) ವಿಕಾಸಜನ್ಯ — ವಿಕಾಸಿ ಸಂಬಂಧಕ್ಕೆ ಭಂಗಬರಬಹುದೆಂಬುದಕ್ಕೆ 
ಇದೊಂದು ಉದಾಹರಣೆ 


stS 
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(4) ಚಾಸ್ತ್ರೀಯ ( cycloid). 

೫ = ( 8 - ಸೈನ್ 8); } = ( 1 - ಕಾಸ್‌0). 
(i) ಒಂದು ಚಕ್ರದ ಪರಿಧಿಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಬಿಂದುವನ್ನು ಗುರುತು 
ಮಾಡಿ, ಆ ಚಕ್ರವನ್ನು ಒಂದು ಸರಳರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಉರುಳಿಸಿದರೆ , 
ಆ ಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು ಈ ಪರಮಾನ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ರೂಪಿತವಾಗು 
ತದೆ. ಹೇಗೆಂದರೆ, ಚಕ್ಕದ ಕೇಂದ್ರ C , ತ್ರಿಜ್ಯ ೧ , ಮತ್ತು ಅದರ 
ಪರಿಧಿಯ ಮೇಲೆ ಗುರುತು ಮಾಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದು P ಎಂದು ಭಾವಿ 
ಸೋಣ ( ಆಕೃತಿ 16 - 13). ಚಕ್ರವು XX ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯ 
ಮೇಲೆ ಉರುಳಿಸಲ್ಪಡಲಿ . ಚಕ್ರದ ಕೇಂದ್ರವು C ಎಂಬಲ್ಲಿದ್ದಾಗ, P 
ಬಿಂದುವು XX ರೇಖೆಯಮೇಲಿನ 0 ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ 


12g 


qT 


24T 


ಆಕೃತಿ 16 - 15 


ಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. 0 ಬಿಂದುವನ್ನು ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನಾಗಿಯೂ , 
OX ರೇಖೆಯನ್ನು X - ಅಕ್ಷವನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ, ಚಕ್ರವು 
OX ರೇಖೆಯಮೇಲೆ ಉರುಳಿ, ಚಕ್ರದ ಕೇಂದ್ರವು C ಎಂಬಲ್ಲಿಗೆ 
ಬಂದಾಗ , ಅದರ ಪರಿಧಿಯ ಮೇಲೆ ಗುರುತುಮಾಡಲ್ಪಟ್ಟಿರುವ ಬಿಂದುವು 
P ( , ೪) ಎಂಬಲ್ಲಿಗೆ ಬರುತ್ತದೆಯೆಂದು ಭಾವಿಸೋಣ. ಆಗ OM = , 
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ಮತ್ತು MP = } . ಅಲ್ಲದೆ ಚಕ್ರದ ಉರುಳುವಿಕೆಯಿಂದ, 
ಕಂಸ PN = ON. ಈಗ / PCN = 0 ಆದರೆ , 

* = OM = ON - MN = ಕಂಸ PN - MN 
= - 0 ಸೈನ್ = a( 0 – ಸೈನ್8) ; 

MP = NC - LC . 
= 0 - 4 ಕಾಸ್d = 4( 1 - ಕಾಸ್ 6). 


ಚಕ್ರವು ಒಂದು ಸಂಪೂರ್ಣ ಆವೃತ್ತಿಯನ್ನು ಮುಗಿಸಿದಾಗ , P ಬಿಂದುವು, 
0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ 2am ದೂರದಲ್ಲಿ, ಮತ್ತೆ ೫ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಬರುತ್ತದೆ, 
ಚಕ್ರವು ಉರುಳುತ್ತ ಹೋದಂತೆ , P ಬಿಂದುವಿನ ಪಥದ ಆಕೃತಿಯೂ 
ಆವರ್ತಿಸುತ್ತ ಹೋಗುತ್ತದೆ, ಈ ಪಥವು – ಅಕ್ಷವನ್ನು ಸಂಧಿಸುವ 
ಬಿಂದುಗಳು ಕುಶಬಿಂದುಗಳು ( cusps), ರೇಖೆಯು ಆವರ್ತಿಸುವುದ 
ರಿಂದ, ಒಂದು ಕುಶಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಅದರ ಮುಂದಿನ ಕುಶಬಿಂದುವಿನ 
ವರೆಗಿನರೇಖೆಯನ್ನು ಪರಿಶೀಲಿಸಿದರೆ ಸಾಕು, ಆದ್ದರಿಂದ ಈಗ 0 = 0 = 2m 
ಎಂಬ ಅವಧಿಯನ್ನು ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ, 


( ii ) 8 = ) ಆದಾಗ, ೫ = = ; . ರೇಖೆಯು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುತ್ತದೆ. 8 = 2 ಆದಾಗ, x = 
2am , Y = 0 ; ರೇಖೆಯು ೫ – ಅಕ್ಷವನ್ನು ( 2am, 0) ಎಂಬಲ್ಲಿ 
ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ಮತ್ತೆ , ಕಾಸ್ ( T - a ) = ಕಾಸ್ ( T + a) ಆದ್ದರಿಂದ 
0 = 0 = 2 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ರೇಖೆಯು = GT ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯ ಗೌರವಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ಈ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು 
(QT , 24 ), 
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(i ) - ಕಾಟ್ 


= 24 ಸೈನ್ 


(iv ) ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯವುರೇಖೆ ಮತ್ತು – ಅಕ್ಷಗಳಿಗೆ ಅಂತ 
ರ್ಗತವಾದ ಲಂಬರೇಖೆಯ ಎರಡರಷ್ಟಿರುತ್ತದೆ. 


(5 ) ಅಭಿಗಮ ರೇಖೆ ( ಅಭಿರಾಮಿ , cissoid). 

Y ( 20 - ೩ ) = ೫ . 
- (i) ಈ ರೇಖೆಯು – ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವು ಕುಶಬಿಂದು ( cusp ), ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು 
Y = 0. ಈ ರೇಖೆಗೆ ೫ = 2q ಎಂಬ ಅಸಂಪಾತಿಯಿದೆ, ಮತ್ತು 
ರೇಖೆಯು ಈ ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಎಡಗಡೆಯಿ೦ದ ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ. 
ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ (quadrant) ರೇಖೆಯು ಆರೋಹಿ 
ಯಾಗಿದೆ. 40 ಅಥವಾ > 20 ಆದಾಗ, Y ನ ಬೆಲೆಗಳು 
ಭಾವನಾತ್ಮಕ, 
(ii ) ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳಲ್ಲಿ ಈ ರೇಖೆಯ ಸಮಿಾಕರಣವು 

r = 20 ಸೈನ್ ಟ್ಯಾನ್ . 
ಇದರಿಂದ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜಾಮಿತೀಯ ವಿಧಾನವನ್ನು 
ಕಲ್ಪಿಸಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ , 2« ವ್ಯಾಸವುಳ್ಳ ( diameter) ಒಂದು 
ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ OA ಎಂಬ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವನ್ನು ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ , 
0 ಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರುವವನ್ನಾಗಿಯೂ , ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ ( ಆಕೃತಿ 
16 -14). ವರ್ತುಳಕ್ಕೆ A ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ AT ಎಂಬ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 
ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ , 0 ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ಒಂದು ಸರಳ 
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ರೇಖೆಯು ವರ್ತುಳವನ್ನು ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲ , AT ಯನ್ನು T 
ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲೂ ಸ೦ಧಿಸಲಿ . 
0Q ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ P 
ಬಿಂದುವನ್ನು OP = QT 
ಆಗುವಂತೆ ಗುರುತುಮಾಡಿದರೆ, 
ಆಗ P ಬಿಂದುವು ಅಭಿಗಮ 
ರೇಖೆ ಯ ಮೇಲಿರುತ್ತದೆ. 
ಏಕೆಂದರೆ , [ AOP = 0 
ಆದರೆ , ಆಗ / QAT = 8 . 
:: = OP = QT 

= QASJ9 JOB 
== 2qಸೈನ್ ಟ್ಯಾನ್ , 

ಕೃತಿ 16 - 14 
( iii) ಈ ರೇಖೆಯು + ² + 300 = 0 ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ 
ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ಪ್ರಥಮ ಧನಪಾದೀಯ ರೇಖೆಯಾಗಿದೆ 
( first positive pedal). 

- (iv) ² = 4am ಎಂಬ ಪರಿಕ್ಷೇಪಕ್ಕೆ ಈ ರೇಖೆಯು ಮೂಲ 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಗೌರವಿಸಿ ವಿಲೋಮರೆಖೆಯಾಗಿದೆ ( ವಿಲೋಮದ 
ಸ್ಥಿರಿ 2a , 

. ( v ) 2 = 2q ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಕಡೆಗೆ ಅಭಿಗಮಿಸುವುದರಿಂದ, 
ಈ ರೇಖೆಗೆ ಅಭಿಗಮ ರೇಖೆಯೆಂಬ ಹೆಸರು ಬಂದಿದೆ. ಇದನ್ನು ಕಂಡು 
ಹಿಡಿದಾತನು ಡಯೋಕ್ಲಿಸ್ ( Diocles ). 
( 6 ) ಪತ್ರಲತೆ ( folium ). 

+ y = 3Qxg 
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Y | 


೦ < t 4 


K 


< 


< 


< 


- (i) ಮೂಲಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ ೪ = Ex ಎಂಬ ಸರಳ 
ರೇಖೆಯು ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು 

Zat 3 at 

x = 1 + 3) 9 = 1 + 13 
ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸುತ್ತದೆ. ಈ ಸವಿಾಕರಣಗಳು, t ಎಂಬ 
ಪರಮಾನದಲ್ಲಿ, ಪತ್ರಲತೆಯ ಸಮಿಾಕರಣಗಳು, 
- ( i ) ದತ್ತ ಸಮಿಾಕರಣವು ೩ ಮತ್ತು ೪ ಗಳ ವಿನಿಮಯದಿಂದ 
ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ ರೇಖೆಯು y = ೫ ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಸಮಸಂ 

ಗತವಾಗಿದೆ , 1 + ೪ + Q = 0 
ಎಂಬ ಸರಳ ರೇಖೆಯು ಇದರ 
ಅಸಂಪಾತಿ ಮತ್ತು ರೇಖೆಯು 
ಅಸಂಪಾತಿಯ ಮೇಲುಗಡೆಗೆ 
ಇದೆ . ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠ 
ಬಿಂದು ( node ), ಮತ್ತು 
ಅಲ್ಲಿನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು x - 

ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳು , ರೇಖೆ 
ಆಕೃತಿ 16 - 15 

ಯು - ೧ ( tq - 1 ಎಂಬ 

ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 4ನೆಯ ಚೌಭಾಗ 
ದಲ್ಲೂ ( quadrant) , - 17t < 0 ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 2 ನೆಯ 
ಚೌಭಾಗದಲ್ಲ , 0 < t < a ಎಂಬ ಅವಧಿಯಲ್ಲಿ 1 ನೆಯ ಚೌಭಾಗ 
ದಲ್ಲೂ ಇರುತ್ತದೆ. ಮೂಲಬೆಂದುವು ರೇಖೆಯಮೇಲಿದೆ, ಮತ್ತು ಅಲ್ಲಿ 
t = 0. ರೇಖೆಯು 3 ನೆಯ ಚೌಭಾಗವನ್ನು ಪ್ರವೇಶಿಸುವುದಿಲ್ಲ. 
1→ - 1 + 0 ಆದಾಗ, X -> - ; t - 1 - 0 ಆದಾಗ , 
X + + ಮತ್ತು t - 1 ಆದಾಗ, ೫ = . ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಯು t = 21/3 
ಆದಾಗ - ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲೂ , t = 2- 113 ಆದಾಗ - 
ಅಕ್ಷಕ್ಕೆ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿ ಇರುತ್ತದೆ. ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ 
ಒಂದು ಪತ್ರ ಅಥವಾ ಸುಸಿರವಿದೆ (loop ). ಆಕೃತಿ 16 -15, 
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( iii) ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದಾತನು ಡೆಕಾರ್ಟ್ ( Des , 
Cartes ). 
( 7) ಮಾಂತ್ರಿಕರೇಖೆ (witch ) 

- ೫y = 4a (20 - 0). 
(i) ಈ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಒ೦ದು ಜಾಮಿತೀಯ ವಿಧಾ 
ನವನ್ನು ಕಲ್ಪಿಸಬಹುದು. ಹೇಗೆಂದರೆ, 20 ವ್ಯಾಸವುಳ್ಳ ಒಂದು ವರ್ತುಳ 
ದಲ್ಲಿ OA ಎಂಬ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವನ್ನು 
ಮೂಲ ರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯ , O 
ಬಿಂದುವನ್ನು ಧ್ರುವವನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆ 
ದುಕೊಳ್ಳೋಣ ( ಆಕೃತಿ 16 - 16 ). 
ವರ್ತುಳದ ಮೇಲಿನ Q ಎಂಬ ಒಂದು 
ಬಿಂದುವಿನಿಂದ OM ರೇಖೆಯು OA 
ಗೆ ಲಂಬವಾಗಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ. MQ 
ರೇಖೆಯಮೇಲೆ? ಎಂಬ ಬಿಂದುವನ್ನು - 

MO OM 

MP - OA 
ಆಗುವಂತೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ P 
ಬಿಂದುವು ವಾ೦ ತ್ರಿ ಕ ರ ಖೆ ಯ 
ಮೆ ಲಿ ರು ತ ದೆ , ಏಕೆಂದರೆ , 
MQP = OM - MA ಆದ್ದರಿಂದ 
P ಬಿಂದುವು ( ೫, ೪ ) ಆದರೆ, ಆಗ 

MQP OM MA - 2a - ) 
MP³ = MP³ = Y 

OM 22 
ಮತ್ತು 

OA2 = 42 


M 


6ಕೃತಿ 16 - 16 
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ಖy² = 40( 2Q - x ). 
- (i ) ಈ ರೇಖೆಯು X - ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ೪ - 
ಅಕ್ಷವು ಅಸಂಪಾತಿ, ಮತ್ತು ರೇಖೆಯು ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನು ಬಲಗಡೆಯಿಂದ 
ಸವಿಾಪಿಸುತ್ತದೆ. X40, > 20 ಎಂಬ ಅವಧಿಗಳಲ್ಲಿ ೪ ಭಾವನಾ 

( 3a 243 
ತ್ಮಕ ( + ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳು ಪ್ರತಿವಲನಬಿಂದುಗಳು . 
- ( iii ) ಈ ರೇಖೆಯು ಆಗ್ನೆಸಿ ( Agnesi ) ಎಂಬಾತನಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲ್ಪಟ್ಟಿತು. 
(8) ತಂತ್ರೀ ರೇಖೆ ( catenary or chainette ). 

Y = c ಕಾಷ್ . 
(i) ಕಾಷ್ ( - 0) = ಕಾಷ6 ಆದ್ದರಿಂದ, ಈ ರೇಖೆಯ ೪ 
ಅಕಕ್ಕೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ( O , c) ಎಂಬ ಬಿಂದುವು ಇದರ ಕನಿಷ್ಠ 

ಬಿಂದು . X - ಅಕವು 
ದಿಕ್ಸ್ತಂಭ ( direc 
trix ). 

( ಆಕೃತಿ 16 - 17) . 
Tics ( ii ) ಈ ರೇಖೆ 
ಯಲ್ಲಿ ಆ ರೂ ಢ ದ 

( ordinate ) Jou 
ಕೃತಿ 16 - 17 

ದಿಂದ ಸ್ಪರ್ಶರೆ ಖೆಗೆ ಎಳೆ 

ಯಲ್ಪಟ್ಟ ಲಂಬವು C 
ಎಂಬ ಸ್ಥಿರಿ ; ಮತ್ತು ಈ ಲಂಬದ ಪಾದದ ಪಥವು ಒಂದು ಪಂಥಿನೀ 
ರೇಖೆ [( 9), $ 16.3]. 

( iii ) ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಪ್ರವಣತಾ ತ್ರಿಜ್ಯ = v / c = ಲಂಬ 
ರೇಖಾಖಂಡ. 
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(iv) ತಂತ್ರೀರೇಖೆಯು ಪಂಥಿನೀರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆ. 

( v) ಭಾರವಾದ ಒಂದು ತಂತಿಯನ್ನು ಅಡ್ಡವಾಗಿ ನೇತುಹಾಕಿ 
ದಾಗ, ಅದು ತಾಳುವ ಆಕೃತಿಯ ಸವಿಾಕರಣವು ೪ = c ಕಾಷ್ ( m/ s) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು, 
(9) ಪಂಢಿ ನೀ (tractrix). 

೫ = c ಕಾಸ್ + ಲಾಗ್ ಟ್ಯಾನ್ 

೪ = ಸೈನ್ . 
(i) ಈ ಪರಮಾನ ಸವಿಾಕರಣಗಳಿಂದ 1 ಯನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿ 
ದರೆ, ಈ ರೇಖೆಯ ಸಮೀಕರಣವು 


೫ = ( ³ – y + ಲಾಗ್ + M ( ² - Y ) 
ಎಂಬ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ರೂಪದಲ್ಲಿ ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 

(ii) ಈ ರೇಖೆಯು ೫ - ಮತ್ತು ೪ - ಅಕ್ಷಗಳೆರಡಕ್ಕೂ ಸಮ 
ಸಂಗತವಾಗಿದೆ. ಒಂದನೆಯ ಚೌಭಾಗದಲ್ಲಿ ( quadrant) ರೇಖೆಯು 


- 


ಆಕೃತಿ 16 - 18 
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ಅವರೋಹಿಯಾಗಿದೆ. ಈ ರೇಖೆಗೆ x - ಅಕ್ಷವು ಎರಡು ಕೊನೆಗಳಲ್ಲೂ 
ಅಸಂಪಾತಿಯಾಗಿದೆ. ೪ - ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ಎರಡು ಕುಶಬಿಂದುಗಳಿವೆ. 
( Cusps). t > 0 ಆದಾಗ, → - 0 ; t + T ಆದಾಗ, ೩ + + . 
ಮೇಲಿನ ಮತ್ತು ಕೆಳಗಿನ ಕುಶಬಿಂದುಗಳು = 7 / 2 ಮತ್ತು 1 = 3r / 2 . 
( ಆಕೃತಿ 16 - 18). 

( iii ) ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡವು ಸ್ಥಿರಪ್ರಮಾಣಿ . 
( iv ) ಈ ರೇಖೆಯ ವಿಕಾಸಿ ರೇಖೆಯು ತಂತ್ರೀರೇಖೆ. 

( v ) ರೇಖೆಯ ಸಮತಲವು plane ) ಸಂಪೂರ್ಣವಾಗಿ ಕರ್ಕಶ 
ವಾದುದೆಂದು ( perfectly rough ) ಭಾವಿಸೋಣ. ಅದರ ಮೇಲೆ 
A ಎಂಬುದೊಂದು ಭಾರವಾದ ಕಣವೆಂದೂ (particle ), OA 
ಎಂಬುದು ಆ ಕಣಕ್ಕೆ ಕಟ್ಟಿರುವ ಒಂದು ರಜ್ಜು ( ಹಗ್ಗ ) ವೆಂದೂ ಭಾವಿ 
ಸೋಣ. 0 ಎಂಬಲ್ಲಿರುವ ಒಬ್ಬ ಮನುಷ್ಯನು ರದ್ದು ವಿನ ಕೊನೆಯನ್ನು 
ಹಿಡಿದುಕೊಂಡು x – ಅಕ್ಷದ ಮೇಲೆ ನಡೆದರೆ , ಆಗ A ಎಂಬ ಕಣದ 
ಪಥವು ಸಂಧಿನೀ ರೇಖೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಬಹುದು. 


( 10 ) ಮಹೀಲತೆ ( limacon ). 

_ r = + 6 ಕಾಸ್8. 
(i) ಈ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜಾಮಿತೀಯ ವಿಧಾನ 
ನನ್ನನುಸರಿಸಬಹುದು, 6 ವ್ಯಾಸವುಳ್ಳ ಒ೦ದು ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ OA 
ಎಂಬ ಒಂದು ವ್ಯಾಸವನ್ನು ಆದಿರೇಖೆಯನ್ನಾಗಿಯೂ , 0 ಬಿಂದ ವನ್ನು 
ಮೂಲಬಿಂದುವನ್ನಾಗಿಯೂ ತೆಗೆದುಕೊಳ್ಳೋಣ ( ಆಕೃತಿ 16 - 19 ) . 
OA ಗೆ 8 ಕೋನದಲ್ಲಿ 0Q ಎಂಬ ಛೇದಕವನ್ನೆಳೆದರೆ, ಆಗ 0Q 
bಕಾಸ್‌0. ಛೇದಕ 0Q ವನ್ನು P ಎಂಬ ಬಿಂದುವಿಗೆ QP = 0 
ಆಗುವಂತೆ ಉದ್ವರ್ಣಿಸಿದರೆ ( ಲಂಬಿಸು , produce ) ಆಗ OP = 
4 + ಕಿಕಾಸ್ ಆಗುತ್ತದೆ. ಆದ್ದರಿಂದ P ಬಿಂದುವು ನಹೀಲತೆಯ 
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ಮೇಲಿರುತ್ತದೆ. ಹೀಗೆಯೇ 20 ರೇಖೆಯನ್ನು P ' ಬಿಂದುವಿಗೆ, 
QP ' = Q ಆಗುವಂತೆ ಲ೦ಬಿಸಿದರೆ , P ' ಬಿಂದುವೂ ಮಹೀಲತೆಯ ಮೇಲಿ 
ರುತ್ತದೆ. 6 ಕೋನವನ್ನು ಬದಲಾಯಿಸಿದಂತೆಲ್ಲ ರೇಖೆಯ ಮೇಲೆ ಬೇರೆ 
ಬೇರೆ ಬಿಂದುಗಳು ದೊರೆ 
ಯುತ್ತವೆ. 
- ಈ ಜಾಮಿತೀಯ 
ವಿಧಾನವನ್ನು ಒಂದು 
ಯಾಂತ್ರಿಕ ವಿಧಾನಕ್ಕೆ 
ಪರಿ ವರ್ತಿಸಬಹುದು . 
ಹೇಗೆಂದರೆ, PP' ಎಂಬ 
ರೇಖೆಯು, 2q ಉದ್ದದ 
ಒಂದು ಅನನ್ಯವಾದ 
ದಂಡವೆಂದು ( rigid 

ಕೃತಿ 16 - 19 
rod) ಭಾವಿಸೋಣ. 
ದಂಡವು ಸದಾ ಮೂಲಬಿಂದುಗತವಾಗಿರುವಂತೆಯೂ , ದಂಡದ ಮಧ್ಯ 
ಬಿಂದುವು ( Q ) ಆಕೃತಿ 16 - 19 ರ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುವಂತೆಯೂ 
ಒಂದು ಯಂತ್ರವನ್ನು ರಚಿಸಿದರೆ, ಆಗ ದಂಡದ ಕೊನೆಗಳು ಮಹೀಲತೆ 
ಯನ್ನು ರಚಿಸುತ್ತವೆ. ದಂಡದ ಒಂದು ಕೊನೆಯಿಂದ ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು 
ವಿನವರೆಗೆ ಒಂದು ಕಾಲುವೆಯನ್ನು ಮಾಡುವುದರಿಂದ ಈ ಯಂತ್ರ 
ರಚನೆಯು ಸಾಧ್ಯವಾಗುತ್ತದೆ. 

( ii) 4 > b ಆದಾಗ ಈ ರೇಖೆಯು ಆಕೃತಿ 16 -19 ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ, 

= b ಆದಾಗ , ದತ್ತ ಸವಿಾಕರಣವು 

" = ( 1 + ಕಾಸ್‌0) 
ಆಗುತ್ತದೆ, ಇದು ಹೃದ್ವಲಯ ( cardioid ) ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಡು 
ತದೆ ; ಆಕೃತಿ 8 - 5 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರುವಂತೆ ಇದು ಹೃದಯದ ಆಕಾರ 
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ದಲ್ಲಿರುತ್ತದೆ, ಇದಕ್ಕೆ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕುಶಬಿಂದು ( cusp ). ಸ್ಪರ್ಶ 
ರೇಖೆಯು 0 = + 7 / 3 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಆದಿರೇಖೆಗೆ ಸಮಾನಾಂತರ 
ದಲ್ಲ , 6 = 2 /3 ಎಂಬ ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ ಆದಿರೇಖೆಗೆ ಲ೦ಬದಲ್ಲೂ 
ಇರುತ್ತದೆ. 

_ Q < b ಆದಾಗ , ಮಹೀಲತೆಯು ಆಕೃತಿ 8 - 7 ರಲ್ಲಿ ತೋರಿಸಿರು 
ವಂತೆ ಇರುತ್ತದೆ. ಆಗ ಮೂಲಬಿಂದುವು ಕಂಠಬಿಂದುವಾಗಿರುತ್ತದೆ 
( node). 

( iii ) 30 80 80 30830d8 JEDD a pery (earth -worm ) 
ಎಂದರ್ಥ. ಈ ರೇಖೆಯು ಮಣ್ಣು ಹುಳುವಿನ ಆಕೃತಿಯಲ್ಲಿರುವುದ 
ರಿಂದ ಇದಕ್ಕೆ ಈ ಹೆಸರು ಬಂದಿದೆ. ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದಾತನು 
ಪಾಸ್ಕಲ್ ( Pascal ). 
(iv ) ತ್ರಿಭಾಗಿ ನೀ (trisectrix) 

1 = 1 + 2 ಕಾಸ್d . 
ಈ ರೇಖೆಯ ಸಹಾಯದಿಂದ ಒಂದು ದತ್ತ ಕೋನವನ್ನು ಮೂರು 
ಸಮಭಾಗಗಳಾಗಿ ವಿಭಾಗಿಸಬಹುದಾದ್ದರಿಂದ, ಈ ರೇಖೆಯು ತ್ರಿಭಾಗಿನೀ 
ಎಂದು ಕರೆಯಲ್ಪಟ್ಟಿದೆ. ದತ್ತ ಕೋನದ ಪ್ರಮಾಣವು ಗೊತ್ತಿಲ್ಲದಿದ್ದರೂ , 
ಅದನ್ನು ಅರ್ಧಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಸರಳದಂಡ ಮತ್ತು ವೃತ್ತಕಗಳಾದರೆ (ruler 
and compasses) ಸಾಕು , ಆದರೆ, ಅದರ ತ್ರಿಭಾಜಕ ರೇಖೆಗಳ 
ನ್ನೆಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಸರಳದಂಡ ಮತ್ತು ವೃತ್ತಕಗಳು ಸಾಕಾಗುವುದಿಲ್ಲ ; 
ಅದಕ್ಕೆ ಸೂಕ್ತವಾದ ಒಂದು ರೇಖೆಯ ಸಹಾಯವು ಬೇಕಾಗುತ್ತದೆ. ಈಗ 
ತ್ರಿಭಗಿನೀ ರೇಖೆಯಿಂದ ಇದು ಹೇಗೆ ಸಾಧ್ಯವಾಗುತ್ತದೆಯೆಂಬುದನ್ನು 
ವಿವರಿಸೋಣ, 

- ಈ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ 0° = 0 < 120° ಎಂಬ ಅವಧಿಯು AEO 
ಎಂಬ ಭಾಗಕ್ಕೂ , 120°s0s180° ಎಂಬ ಅವಧಿಯು OFB ಎಂಬ 
ಭಾಗ , 180°50x240° ಎಂಬ ಅವಧಿಯು BDO ಎಂಬ 
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ಭಾಗಕ್ಕೂ , 240 = 0x360° ಎಂಬ ಅವಧಿಯು OGA ಎಂಬ 
ಭಾಗಕ್ಕೂ ಅನುಗುಣವಾಗಿವೆ . 8 = 180° ಆದಾಗ, 1 = - 1 ; 
', OB = r = 1 . 
ಈಗ 0 ಬಿ ೦ ದು ವು 
ಕೇಂದ್ರವಾಗಿ , OB 
ತ್ರಿಜ್ಯವಾಗಿಯೂ ಉಳ್ಳ 
ವರ್ತುಳವು ಎಳೆಯಲ್ಪ 
ಡಲಿ. ಈ ವರ್ತುಳದಲ್ಲಿ 
OC ಎಂಬ ಒಂದು 
ತ್ರಿ " ನ ನ್ನೆ ಆ ದು , 
Z BOC ಎಂಬಕೋನ 
ವನ್ನು ದತ್ತ ಕೋನವೆಂದು 

ಕೃತಿ 16 - 20 
ಭಾವಿಸೋಣ, ಮತ್ತು 
ಈ ಕೋನವನ್ನು « ಎಂದು ಕರೆಯೋಣ, BC ಎಂಬ ಛೇದಕವು 
ತ್ರಿಭಾಗಿನೀ ರೇಖೆಯನ್ನು D ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ , ಆಗ / BOD ಎಂಬ 
ಕೋನವು / 3 ಆಗುತ್ತದೆ. ಹೇಗೆಂದರೆ , [ BOD – 0' ಎಂದು 
ಭಾವಿಸೋಣ, ಆಗ D ಬಿಂದುವಿನ ದಿಕ್ ಕೋನವು 180° + 0'. 


, On = | 1 | = 1 + 2 ಕಾಸ್ (180° + @1) 1. 

= 2 ಕಾಸ್ ' - 1 . 
ಈಗ BOD ಎಂಬ ತ್ರಿಕೋನದಲ್ಲಿ 
BDP = OB2 + OD2 – 2 .OB. OD TITA 

= 1 + 2 ಕಾಸ್ ' - 12 - 22 ಕಾಸ್‌0' - 1 ) ಕಾಸ್ ' 
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ಈಗ 


38/ 


BD = 2 ಸೈನ್ . 
ಅಲ್ಲದೆ, OB = OC. .. [ OBD = 90° - … 

ಸೈನ್ BOD ಸೈನ್ OBD 

BD = OD ; 
ಎಂದರೆ, 

- ಸೈನ್ ' ಕಾಸ್ ( a / 2) . 

2 ಸೈನ್(612) 2 ಕಾಸ್ - 1 
: ಕಾಸ್ = ಕಾಸ್ : ' 6'= q/3, 
( 11 ) ದ್ವೀಪದ್ವಯ (lemniscate) 

2 = Q² ಕಾಸ್20 
ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಉದಾ 7 , $ 8 . 2 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದೆ ( ಆಕೃತಿ 
8 - 8). ಈ ರೇಖೆಯು ಬರ್ನೂಲಿ ( Bernoulli ) ಎಂಬಾತನಿಂದ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಲ್ಪಟ್ಟಿತು. 
( 12) ಪದ್ಮದಳರೇಖೆ ( rhodonae) 

* = ಸೈನ್n d , ( n = 2, 3, 4, . . .) 
ಈ ರೇಖೆಗಳನ್ನು ಉದಾ. 8, $ 8 .2 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದೆ ( ಆಕೃತಿ 
8 - 9 , 8 -10), 

(13) ಸಮಾನಕೊನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿ (equi - angular 
spiral) 


To ಕಾಬ್ 


ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಉದಾ. 9, $ 8 2 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದೆ ( ಆಕೃತಿ 
8 - 11 ). 
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( 14 ) ವರ್ತುಳದ ವಿಕಾಸಜನ್ಯ ರೇಖೆ (involute of 
a circle ) 


ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಉದಾ, 6, $ 12 .6 ರಲ್ಲಿ ವಿವರಿಸಿದೆ. 


( 15) ಪಾಂಚಜನ್ಯ ಅಥವಾ ಶಂಖರೇಖೆ ( conchoid) 

" = 0, ಕೋಸಕ್d + 6 . 
(i) ಈ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯುವುದಕ್ಕೆ ಒಂದು ಜಾಮಿತೀಯ 
ವಿಧಾನವನ್ನನುಸರಿಸಬಹುದು. OA ಎಂಬ ಮೂಲರೇಖೆಗೆ 00 ' = 0 
ಎಂಬ ಸಮಾನಾಂತರದಲ್ಲಿ X ' 0 ' X 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆ ಎಳೆಯಲ್ಪಡಲಿ 
( ಆಕೃತಿ 16 - 21 ). OA ಗೆ 6 
ಕೋನದಲ್ಲಿ ಎಳೆಯಲ್ಪಟ್ಟ 0Q . 
ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯು OX ರೇಖೆ 
ಯನ್ನು Q ಎಂಬಲ್ಲಿ ಛೇದಿಸಲಿ, 
0Q ರೇಖೆಯಮೇಲೆ P , P ' ಎಂಬ 
ಬಿಂದುಗಳನ್ನು QP = P Q = 6 ಆಗುವಂತೆ ತೆಗೆದುಕೊಂಡರೆ, ಆಗ 
P , P ' ಬಿಂದುಗಳು ಪಾಂಚಜನ್ಯ ರೇಖೆಯಮೇಲಿರುತ್ತವೆ. ಏಕೆಂದರೆ, 
P ಬಿಂದುವು ( r, 8 ) ಆದರೆ, ಆಗ 

r = OP = OQ + QP = a Fop Tro + b . 
ಮತ್ತು P' ಬಿಂದುವು ( r', 8) ಆದರೆ, ಆಗ 


ಆ % 3 16 - 21 


' = 4 ಕೋಸೆಕ್d - 6 . 
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- (ii) ಒಂದು ಅನನ್ಯ ಸರಳದಂಡವು ( rigid rod) ಸದಾ 
0 ಬಿಂದುವಿನ ಮುಖಾಂತರ ಸಾರುವಂತೆಯೂ , ದಂಡದ ಒಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಬಿಂದುವು XOX ಎಂಬ ಸರಳರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುವಂತೆಯೂ ಒಂದು 
ಯಂತ್ರವನ್ನು ರಚಿಸಿದರೆ , ಆಗ ಆ ದಂಡದ ಮೇಲಿನ ಇನ್ನೊಂದು ನಿರ್ದಿಷ್ಟ 
ಬಿಂದುವು ಪಾಂಚಜನ್ಯ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಚಲಿಸುತ್ತದೆ. 

(iii ) OX, OY ರೇಖೆಗಳನ್ನು X - ಮತ್ತು Y – ಅಕ್ಷ 
ಗಳನ್ನಾಗಿ ತೆಗೆದುಕೊಂಡು, P ಬಿಂದುವನ್ನು ( ೩ , ೪ ) ಎಂದು ಭಾವಿ 
ಸೋಣ. ಆಗ 


16³22 


ಆಕ್ಷತಿ 16 - 23 


- ಆಕೃತಿ 16 - 24, 


C = ಕಾಟ್ 0 + b ಕಾಸ್ , ಮತ್ತು ೪ = 6 ಸೈನ್d. 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣಗಳಿಂದ ಇವನ್ನು ವಿಸರ್ಜಿಸಿದರೆ, 
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xy² = ( a + 9²( 62 - Y*) . 
ಎಂಬ ಕಾರ್ಟಿಸಿಯಸ್ ಸವಿಾಕರಣವು ದೊರೆಯುತ್ತದೆ. ಇದರಲ್ಲಿ 5 ಗೆ 
ಬದಲು - 6) ಹಾಕಿದರೆ ಸವಿಾಕರಣವು ಬದಲಾಗುವುದಿಲ್ಲವಾದ್ದರಿಂದ, 
ಈ ಸಮಿಾಕರಣವು P ' ಬಿಂದುವಿಗೂ ಅನ್ವಯಿಸುತ್ತದೆ. 

a > b . = 6 , ಮತ್ತು d < b ಆದಾಗ ಈ ರೇಖೆಯ ಆಕಾರ 
ಗಳನ್ನು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಆಕೃತಿ 16 - 22, 16 - 23 ಮತ್ತು 16 - 24 ರಲ್ಲಿ 
ತೋರಿಸಿದೆ. 

(iv ) ತ್ರಿಭಾಗಿನೀ ರೇಖೆಯಂತೆ ಈ ರೇಖೆಯ ದತ್ತ ಕೋನ 
ವನ್ನು ತ್ರಿಭಾಗಿಸುವುದಕ್ಕೆ ಉಪಯೋಗವಾಗುತ್ತದೆ. 

( v ) ಶಂಖದ ಆಕೃತಿಯಲ್ಲಿರುವುದರಿಂದ ಈ ರೇಖೆಗೆ ಪಾಂಚ 
ಜನ್ಯವೆಂದು ಹೆಸರು. ಈ ರೇಖೆಯನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿದಾತನು ನಿಕೋ 
JualJr (Nichomedes ). 


ಅಭ್ಯಾಸ165 

Y² = ( x – 3) ( ೫ - 2) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯಲ್ಲಿ ಒಂದು ಸುಷಿರವಿದೆ (loop ) ಎಂದು ತೋರಿಸಿ ; 
ಮತ್ತು ಇಡೀ ರೇಖೆಯ ಆಕೃತಿಯನ್ನು ಅನುಸರಿಸಿ. 

2, y²1 - 9) = x² 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 

3, y = ( x – 1) (2 - ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ಒಂದು ಆವರಣ ರೇಖೆ ( closed curve ) ಎಂದು 
ತೋರಿಸಿ ; ಮತ್ತು ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 
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4 . 


Y² = *( 4 - x2 ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ಎರಡು ಸುಷಿರಗಳಿಂದ (loops) ಆಗಿದೆಯೆಂದು 
ತೋರಿಸಿ ; ಮತ್ತು ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 


* = 1 - 2 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ೪ - ಅಕವು ಅಸಂಪಾತಿಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ಮತ್ತು ಪ್ರತಿ 
ವಲನ ಬಿಂದುಗಳನ್ನು ( indexions) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ ರೇಖೆಯ 
ಆಕೃತಿಯನ್ನು ರಚಿಸಿ. 


6 . 

c²x² = ³( v² - x2) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನು ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ, ಮತ್ತು ರೇಖೆಯ 
ನೃನುಸರಿಸಿ . 

7. Y( x² + Y ) = d( x² - Y ) 
ಎಂಬ ರೇಖೆಗೆ ಒಂದು ಸುಷಿರವೂ (loop ), ಒಂದು ಅಸಂಪಾತಿಯ 
ಇವೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ. 


ಲಾಗ್ 


8 , 


9 = 


w 


ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನೂ , ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದುವನ್ನೂ , ಪ್ರತಿವಲನ 
ಬಿಂದುವನ್ನೂ ( indexion ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 


9 . 


r = a Foe 


ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನೂ ಪ್ರತಿವಲನಬಿಂದುವನ್ನೂ ( inte 
xion ) ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ರೇಖೆಯು ( 7 / 2 ) < < ಆದಾಗ 4ನೆಯ 
ಚೌಭಾಗದಲ್ಲ ( quadrant ), ( 37 / 2 ) < 8 < 2 ಆದಾಗ 2ನೆಯ 
ಕೌಭಾಗದಲ್ಲೂ ಇರುತ್ತದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ , ರೇಖೆಯನ್ನನುಸರಿಸಿ , 


ಅಂತರಾಂಕ ಕಬನ ವಿನ್ಯಾಸ 


393 


10 . x² + ² = aಿ ಎಂಬ ವರ್ತುಳದ ಒ೦ದು ಛೇದಕವನ್ನು 
( secant) X - ಅಕ್ಷದಮೇಲೆ ಪ್ರಕ್ಷೇಪಿಸಿದಾಗ ( project ), ಪ್ರಕ್ಷೇಪ 
ಣವು ವರ್ತುಳದ ತ್ರಿಜ್ಯ ದಷ್ಟೆ ಇದ್ದರೆ, ಛೇದಕದ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನ ಪಥವು 

41 *ಸೈನ್ 9 = a² ( 4 ಸೈನ್20 - 1) 
ಎಂದು ತೋರಿಸಿ , ಈ ರೇಖೆಯು ಎರಡು ಸುಷಿರಗಳಿಂದ (loops ) 
ಆಗಿದೆಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ರೇಖೆಯನ್ನೆಳೆಯಿರಿ, 
- 11 . 

2r² = ಟ್ಯಾನ್26 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯ ಅಸಂಪಾತಿಗಳನ್ನೂ , ಕಾರ್ಟಿಸಿಯನ್ ಸಮಿಾಕರಣ 
ವನ್ನೂ ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ರೇಖೆಯನ್ನನುಸರಿಸಿ, 


12. 

* = 1 - ಸೈನ್20 
ಎಂಬ ರೇಖೆಯು 8 = + n /4 ಎಂಬ ರೇಖೆಗಳಿಗೆ ಸಮಸಂಗತವಾಗಿದೆ 
ಯೆಂದು ತೋರಿಸಿ, ಅಸಂಪಾತಿಯನ್ನೂ , " ನ ಕನಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯವನ್ನೂ 
ಕಂಡುಹಿಡಿಯಿರಿ. ರೇಖೆಯನ್ನಳೆಯಿರಿ. 


ಉ ತ ರ ಗಳು 

9ੜਨੇ । 
3. 41 / 29 / 2. 
8. y = 

- ht whe - ab) ... 
" b 


10. ) 

i) 


- - 
- + + +3) ॥ 


| 


iv) 


- 


| 


11 . 


1) 32; 
iv ) ਹੈ; 
vii ) - 1 ; 
x) 1 ; 


ii) 1 ; 

v) 2 ; 
viii) 2 ; 
xi ) 1 ; 


iii) 0 ; 
vi ) 2; 
ix) 1 ; 
xii ) 1/ ac . 
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12 . ( 7 /4 , 1 /42). 
13. 1) ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ ; ii ) X = 1 ಎಂಬಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಚಿ ತಿ ; 

iii) = 1 , 2, 3 , . . . ಎಂಬಲ್ಲಿ ವಿಚ್ಛತ್ರಿ . 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 ( A ) 
1. _ i) 8x - 3 ; ii ) - 1/ ²; iii) - 1/(x + 2) . 
2. 1) 6x² - 8x + 3 ; 

i) 2x - 1 - + ; 
iii) 75w+ + 15x² - 6 ; 
iv ) + + + + : 
v) 10x4 + 40x3 - 3² - 1On - 3 ; 
vi ) 2( - x^ + c + 1 )/( x + 1 ) ; 
vii) ( - 3x² + 4 + 5)/ ( x² + x + 1 ) ; 
viii ) ( - 2x + 7)/[ 2( x² - X + 1 )312) ; 
ix) 5( x + 3 + 1 ) 2 + 3) . 

x ) ( 2ax + b)/[ 24 (a + bx + c) ; - 
xi ) - x/( x² + 1 )3/2 ; 

xiii ) 2 -11 ( x + 2) ; 
3, 1 . 
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1 . 


2. 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 ( B ) 
1) 2 ಸೆಕ್x ಟ್ಯಾನ್‌2x ; 
ii ) ಕಾಸ್x + ಸೈನ್ , 
1) ಕಾಸ್x + [1/ 11 - x² )] ; 
ii ) ಕಾಸ್ಯ - ಸೈನ್x ; - - 
iii ) 1 + 2 ಟ್ಯಾನ್ -' s ; 
iv ) ( x ಸೆಕ್®a - ಟ್ಯಾನ್x / x ; 
v ) m Jogomx ; 
vi ) - 2 ಕಾಸ್ ಸೈನ್ಸ್ ; 
vii) + ಸೆಕ್x ; 
viii) + ( ಟ್ಯಾನ )- - ಸೆಕ್x ; 
ix ) { x ಸೆರ್ಕ / x ; 
x ) 3/[x ( x – 1)1 ; 
xi) 3( ಸೆಕ್ -lar)2/ [ c / ( x² - 1)) ; 
xii ) [ m ಕಾಸ್ ( m ಸೈನ್ -1 )/ (1 - a ) ; 
xiii ) 8x ಸೈನ್2x * ಕಾಸ್‌2 * ; 
xiv ) - 6x ಕಾಮ್ ಕೋಸೆಕ್x² ; 
xv ) 4 ಕಾಸ್4 ಕಾಸ್3x – 3 ಸೈನ್3 ಸೈನ್4s ; 
xvi ) 3²ಕೋಸೆಕ್ #x - 23ಕೋಸೆಕ್ಷ ಕಾಟ್ ; 
xvii) - x ( x² - 1)- - - ಸೈನ್ -1 x-1; 
xviii ) - 1 /[(x + 1 ) ] ;ಆ K , 
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ಸೆಕ್ ( /a ) + Qಟ್ಯಾನ್ ( m/Q ) . 
xix ) - ² + 2 ಟ್ಯಾನ್ '( / 4) . 
xx ) [ಸೈನ್- + 1 - ೩ )]/ 1 - x*)312, 


3, 2/ 1 + ac ). 


* 1 + x2 * 21 + ಇ) 
8 . + 1 . 


9 . X = RT, n = 0 , + 1 , 2 , . . . 
10. ೫ = ( 2n + 1) / 2, 1 = 0, ²1, ²2, . . . 


1. 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 ( C) 
i) e* [a i J"(bx + c ) + b FIF (bx + c )] ; 
ii ) ಕಾಸ್ಯ ಸೈನ್ಎಚ್x - ಸೈನ್ ಕಾಸ್‌ಎಚ್ x ; 
_ i) ( ಸೈನ್ ") (1 - x*) ; 
iv ) • ಟ್ಯಾನ್ + ಟ್ಯಾನ್x ) ; 
V) – ಟ್ಯಾನ್. ; 
vi ) - ಕಾಸ್ ಲಾಗ್ ; 
vii ) (ಕಾಟ್ )/ ಲಾಗ ಸೈನ್x; 
vii) [( ಲಾಗ್x)( ಕಾಟ್x )- ಮೈಲಾಗ್ಸ್ ಸೈನ್n] 

ಲಾಗ್ಸ್೩) ; 
ix ) 1/[ ಲಾಗ್2) ಸೈನ್ x)(ಕಾಸ್ x)] ; 
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x) ( ಲಾಗ್ಸ್ 100)100 % ; 
xi) ಲಾಗ್10 - ಸೆಕ್ಸ್ ಬ್ಯಾನ್ಗೆ 10ಸೆಕ್rw / 180 

xi) ಲಾಡಿಸೈನ್‌ಎಚ್ , 
xi) 1+ + + [1+ ( ಲಾಗ್‌ey : 
xiv ) [r + (1 + x2)ಟ್ಯಾನ್‌ಎಚ್ - 1x ]/(1 - x²) ; 
xv ) 1 ; 

1 - ಲಾಗ್‌ಟ್ಯಾನ್‌ .( ಟ್ಯಾನ್‌ ಕಾ * ; 
xvi ) 

ಸೈನ್x * ( * ) 
2. 1 ; - - 

- 
3 , 1 ; 

- - 
4 . 1 ; 1 . 


ಅಭ್ಯಾಸ 2 (D ) 
1. 1) - (6/a) ಕಾಟ್ 6 ; ii ) - 1/ ², 
3, ( ಕಾಸ್x)( ಸೆಕ್‌ಎಚ್n). 

S 
4 , ( x ಕಾಟ್ )/ ಕಾಸ್ ಲಾಗ್m , - 
5 . 1) - /y ; ii) (3 - (4 + Y) ; 

) ಲಾಗ್ ಕಾಸ್ - Yಕಾe 

111 ) ಲಾಗ್ಸೈನ್ + ಟ್ಯಾನ್ 
6 , - 23/ 9 . 
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ಅಭ್ಯಾಸ 2 
1 . 1 /( a + b ಕಾಸ್x ) . . 
2, r/ v (a - ). 
3. ( ಟ್ಯಾನ್‌ಎಚ್x)/ ಸೈನ್‌ಎಚ್ ಲಾಗ್x. 
4 , 2. 
5. 1 + [e*(1 + ೫) ] + ²)/(1 + x²³ )]: 
6, (b/ a) ಕೊಸೆಕ್d ; ( bla ) ಕಾಟ್ ಎಚ್ 0. 


n t2 - tಿ) , ay - * * 
7 . 1 - 2t - ax ' 


( m + n ) ( x + 9 + 0 -1 - ಉmyxm-1 

೧ry -1 - ( m + 1 ) + ೪ ) ಅ + n =1 
ii ) ( X - 9)/[xಲಾಗ್n - 1 ) . 
... (ಕಾಸ್ . ಸೈನ್x€ ಲಾಗ್ ಕಾಟ್‌y - Y) ಕಾಸ್ಸೈನ್ 
11 ) ( ಕಾಸ್‌yಸೈನ್‌yಲಾಗಟ್ಯಾನ್x + 1 )ಕಾಸ್x - ಸೈನ್x 
i) y /[ cl1 - Yಲಾಗ್x)) ; 
ii ) 1/ 2y - 1) ; 
iii ) y / 2y - x). 

. 


9, 


ಅಭ್ಯಾಸ 3 
7. 1) (-1)-»![ - j +( - . ]; 
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i) (-1) ( -1 * ( - ]; 
i) - ( - )[ edy - e- m]; 
iv) (-1 -1 (n - 1)! /Kax + 6) ; 
v) (-1) - [asy (Sa+2 3; 
vi) ಶಿಸೈನ್(x+" )- ಸೈನ್ ( Sr+ '”); 
vi) ಕಾಸ್ (x+" )-5ಕಾಸ್ 5x + )); 
vi) -5 [ ಶಿಕಾಸ್ ( x + ಟ್ಯಾನ್-1 8) 

+ ಸಕಾಸ್ ( 3x - ಟ್ಯಾನ -1 8)] ; 
ix ) 9 = x(1 + ಕಾಸ್2x) - *ಸೈನ್2x ; 

9 = 1 + 01 - 2x²)ಕಾಸ್2x - 4. ಸೈನ್x ; 
Yo= [೫. 2³ಕಾಸ್ ( 20 + ) 

+ 1-2 -22-'ಕಾಸ್ ( 2ac + n - 15 ) . 
+ n{ -1)27 ಕಾಸ್ ( 2x +n - 5) , 

( nz3) ; 
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x ) 3n - ex[ 27x3 + 27nk² + 9n ( n - 1 ) 

+ n { n - 1 ( - 2) ; 
9 . P = 03 – 168x ; Q = 336 - 24x². 


ಅಭ್ಯಾಸ 4 


ಈ 
1. 1+ 33 . 
2, f '(0) ಇಲ್ಲ. 
3. f ( d ) # f ( 6). 
4, = 3/ 2, 
5. 1 = + 1/ v3. 


6 . 1 + 03 


8. (i) 3/2 ; (ii) 1/ 2 ; (iii) 2 ; (iv ) 1 ; (v) 1 /3; 

( vi ) n ( n + 1 / 2 ; ( vii ) 1 / 30 : ( viii ) 0 ; 

(ix) 2 ; ( x) 1 ; ( xi ) e21a ; (xii ) -1/2, 
10. 1 + x + ². 


11 . 1) 1 + 1 + 


- , 


- ii ) ಲಾಗ್2 -496 
12, - 1 /12. 
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ಅಭ್ಯಾಸ 5 
12 , - 3/ 2. 
14. 0, 

ಅಭ್ಯಾಸ ೧ 
1 . 808 ಅಡಿ, 
3 . / 2 ಅಡಿ/ ಸೆ. 
4 . 5/ 12 ಅಂ : / ನಿ. 
5, 0 . 32 ಚ, ಅ೦ . / ನಿ, 
6 . 37 . 5 ಚ . ಅಂ ./ ಸೆ : 11 ಅಂ / ಸೆ. 
7 . 3/5 ಸೆಂ. ವಾ /ನಿ. ; 1 ಚ. ಸೆಂ. ಮಾ . ನಿ. . . 
8 , 10ಚ. ಅಂ . ನಿ. 
9 , 840 ಘ . ಅ೦ / ೩ ; 528 ಚ . ಅ೦ ./ ಮಿ , 
10. 17 ನ . ಅಂ . / ಸೆ. 
11 , 1 / 4 ಅಂ ./ ಸೆ. 
12, 2 / 3 ಸೆಂ . ಮೀ ./ ಸಿ . ; 44 ಚ . ಸೆಂ . ಮಾ / ನಿ . 
13 , 1 /9 ಅಂ ./ ಸೆ. 
14, 1 / 25 ಅಂ . ನಿ. ; 1 / 21 ಅಂ ./ ಸಿ. 
15 . 3x % . 
16. Mc ಕಾಟ್ c % . 

ಅಭ್ಯಾಸ 7, 
1. 5 - Y - 7 = 0 ; ೫ + 5y - 17 = 0, 
2. (0, 0), Y = + ; (1, 0), = 1 : 3, + 43) 


ಅಂಕಕಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


3 . x + ty = 2ct ; tx – ty = ct - 1). 


5. ( ) (0,0), (2²4, 2*4); (i) 30, 30 ). 


2 


10 . ಕಾಸ್g + _ +0= 0. 
15 . - 1 . 
18. 20 ಸೈನ್ (0/2). 
20 . (0, 0), 45° ; ( 1, 1), ಟ್ಯಾನ್ -1(1/5). 
29 , ( ಕಾಷ್( m/ c) . ಕಾಟ್ ಎಚ್ ( x/ e) . 

. 
34 , - 2, 

ಅಭ್ಯಾಸ 8 
14 . ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ : " ಸೈನ್d= 3 

ಲಂಬರೇಖೆ : ↑ ಕಾಸ್d = 30/ 4 . 
15 . i) 0 = 60° ; ii ) 8 = 0, + 120° . 
19 , ( a - n :) : 12/ v / a² - 0²) ; ². 

ಅಭ್ಯಾಸ 9 
1 . 1) ( x² + y + ay = Oಎಂಬ ಅಭಿಗಮರೇಖೆ( cissoid). 

ii ) r² = a * ಕಾಸ್ +0 + 6² ಸೈನ್20 . 
iii ) r = + Q ಸೈನ್ ಕಾಸ್6. 
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2 , _ * ಕಾಸ್ 8 = d . 
8, 12 ಕಾಸ್28 = c೭. 

. 
9. ಹೃದ್ವಲಯ ( cardioid ), . 
10. Q²x² + 6²y² = k . 
11 . .213 ಕಾಸ್ & 0 = 6213, 

ಅಭ್ಯಾಸ 10 
1 . 1) 11, 4) ಗ, 5 , - 28) ಕ ; 

ii ) ( - 1 , 15 ) ರ (3 , - 17) ಕ ; 
iii) - ( - 12 , 0) ಗ, 5, - 5913) ಕ ; 
iv ) ( - 2, 3) ಗ (+ - ೩) ಕ ; 

( 6 - 3 24/ 3 ) . 76 + 43 23) . 
V ) ( 3 , , 9 ಗ; ( 3 ) - 9 ಕೆ, 
vi ) (1 , 1 ) ಗ, ( - 1, - 1) ಕ ; - 

. 
vii) ( 4, 1 ) , (16, 25 ) ಕ ; 
vii ) (2 - 9) ಗ ( - 2, - 9) ಕ ; 
ix ) [( 4n - 3 , ಗ, [( 4n -1) , - + ಕ ; 

- (n = ೧, ²1, ²2, . . .) 
x) (ಸೈನ್ - 3, 2 3) , (5, 0)ಕ; 

. ( 1 1 1/ 4 . 
xi ) ( 4) ಗ ; 
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xi) ( , ಗ. 
2 . – ೧ ( ೫ - 1 ಮತ್ತು 1 > 2 ಆರೋಹಿ; - 1 < < 2 

ಅವರೋಹಿ ; 3 ಗ, - 24 ಕ . 
13. 6 ಅ೦ ; 4608 ಘ. ಅ೦ . 

2 3 
16. (i) R ; (ii) R42. 
17. ಸೈನ್ - 3; 4R /3. 
22 . (i) (0, 0, 1) ಗ ; (ii ) ( 2, 8, - 2) ಕ. 

ಅಭ್ಯಾಸ 11 
1 . 1) x = 1 , = 7 ; ii ) 2 = 0 ; 
- iii ) = 0, 2 = 3 iv ) ( 2 , - 1 ) ; 

V ) 1 = 0 , + , + 27 , . . . ; 

vi ) = - 2 ; vii ) = 0 . 
8. (i) 1 > 5 / 3 ; ( ii ) < 5/3 . 
10 . 6 = 1/ 2. 


ಅಭ್ಯಾಸ 12 
/ 125 


- 


- 6 


V125 : + 


80 
2 . 293 /2 ; ( 6 , 8). 
3. 0 . 471 . 


ಅ೦ತರಾಂಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 
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4 . 1) 20 ; ii) , 
- i) ತಿ iv ) 242 ; 

v) - 40 ಸೈನ್ ( /2); vi) 30 ಕಾಸ್ -ಸೈನ್ . 
5. ; 1242: ( - 7, 14 ). 
17. (i) 4r /3 ; (i ) 27 . 

ಅಭ್ಯಾಸ 13 


v2 


2. ೪ = + 0 . 
3 . X = 0 . 
4 . Y = 0. 
5 . * - Y' = c² . - - - - . 
6 . 42g = cº. 

ಅಭ್ಯಾಸ 14 , 
1. 1) ಖ - Y + 2 = 0, x + 9 + 1 = 0, ! = 0. 

ii ) 2 - Y + 3 = 0 , x + - 1 = 0 , ೨ = , 
iii ) 9 = 0 , 9 = , ೪ = ೫ - 1 . 
iv ) Y = 0 , 9 = - + 1 . 

v) = 0 , 9 = x + 12, 
vi) ೫ = d.. 
vii ) + 0 , X = 6 . 
viii ) X = 24 . 
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ix ) 1 + + = 0 . 

x ) = + Q , Y = + 6 . 
xi) + Y = + + 2 , X = + 1 , ! = + 1 . 
xii ) ೪ = 23 - 14, ೪ = 3x + 13, ೪ = + 1 , 

y = x + 2 , 
2. C + + 1 = 0 ; 2 ಚ . ಮಾನಗಳು . 
4 . X = 0 , ²1, ²2, . . . 
5 . 1) X + 2Y - 1 = 0 , + 4 = 0 , " - Y = 0 : 

11) 3x - 4g + 1 = 0 , 
1) x + 9 = 0 , - Y = 0 , x + 2Y = 0 , 

೫ - 2y = 0 ; 


* ) 


9 + 4 = 1 . 


i) Y = + 42- , Y = + v3 - ; 
- ii ) = 4 . 
8 . 1) - Y = 0 , + Y = 0, 1 + 2 + 1 = 0 , 

- 2Y + 1 = 0 ; 
ii ) + ² = 1 . 
9 . ೪ = + 1 ; Y = 1 ನ್ನು ಕೆಳಗಡೆಯಿಂದ, ೪ = - 1 ನ್ನು 
- ಮೇಲುಗಡೆಯಿಂದ , 
10. Y = + X , C = + 1 ; 1 ನೆಯ ಚಭಾಗದಲ್ಲಿ 1 = 1 ನ್ನು 

ಕೆಳಗಡೆಯಿಂದ ಮತ್ತು x = 1ನ್ನು ಎಡಗಡೆಯಿಂದ, 1 ನೆಯ 
ಚೌಭಾಗದ ರೇಖೆಯನ್ನು OX , OY ಗಳಲ್ಲಿ ಪ್ರತಿಬಿಂಬಿ 

ಸಿದರೆ , ಉಳಿದ ರೇಖೆದೊರೆಯುತ್ತದೆ. 
11 . (i) "ಸೈನ್ = 1 ; (ii ) ಕಾಸ್d = d . 
12, (i) 1 = 1 ; ( ii ) = 0, 
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ಅಭ್ಯಾಸ 15 
1 . Y = + ; ( m - 22 + ( 9 + 2 = 8, 
- 2, Y = 0 . 
4 , = 0, ೪ = 0 . 
9. ( 0, 1), (1 , 0), ( 2, 1). 
10. 1) (1 , 2) ಕಂಠ ಬಿಂದು ; ii ) (1 , 2 ) ಕಂಠ ಬಿಂದು ; 

iii ) (0, 0) ಕುಶ ಬಿಂದು; iv ) ( 2, 3) ಅನುಬದ್ಧ ಬಿಂದು. 
11 . 1) g = 0 , 9 = + + +- 2²; ii ) Y = 0, Y = + 3• 
12, 1) ಕಂಠ ಬಿಂದು , ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆಗಳು 0 = + / 4 ; 

ii) ಕುಶ ಬಿಂದು, ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ 0 = 0 ; 
& iii ) ( 2n - 1 ) ಶಾಖೆಗಳುಳ್ಳ ಗುಣ ಬಿಂಧು ; 
iv ) 21 ಶಾಖೆಗಳುಳ್ಳ ಗುಣ ಬಿಂದು. 

ಅಭ್ಯಾಸ 16 | 


* : 
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ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 


5. ( + 13) : ಸಾಧe 
6. x = + a ; 
8. ಅಸಂಪಾತಿಗಳು : ೫ = 0, Y = 0 ; 

ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು: ( ); 
ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು :( ², ) ; 
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9, ಅಸಂಪಾತಿಗಳು: 1 ಸೈನ್d = ka; 

ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು : ಧ್ರುವ, 


11 , ಅಸಂಪಾತಿಗಳು : ೪ = + ೧ ; 

x - Y = XY 


12, ಅಸಂಪಾತಿ : 8 = / 4 ; 

. ( ಕನಿಷ್ಠ r) = 4/2. 
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ಗಣಿತ ಶಬ್ದಕೋಶ 

( ಇಂಗ್ಲಿಷ್ - ಕನ್ನಡ) 
[Mathematical glossary (English -Kannada)] 
ab initio = ಪ್ರಭವದಿಂದ ( from first principles ) ; 

- ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ ( from the definition ) . 
abscissa = ಕೋಟಿ; ೩ – ನಿರ್ದೆಶಕ ; ಅಪಚ್ಛೇದ 

( ab = from , across , scindere = to cut) 
absolute = ಶುದ್ದ , 
absurd = ಅಸಂಗತ ; ಅಸಂಬದ್ದ , 
acceleration = ತ್ವರ್ಯ ಕ. 
accumulation = ಶೇಖರಣ. 

- point of accumulation = ಶೇಖರಣ ಬಿಂದು, 
acute = ಲಘು ; ಸಮನ್ಯೂನ; ಸಂಕುಚಿತ ; ಅವಿಶಾಲ, 
add = ಸಂಕಲಿಸು ; ಕೂಡು, 

- addition = ಸಂಕಲನ. 

- additional = ಉಪ ; ಅಧಿಕ . 
ad inf , [ ad infinitum ( Latin ) ] = ಅನಂತಾವಧಿ ; ಅನಂತವಾಗಿ 
adjacent = ಸಂಲಗ್ನ ... 
aggregate = ಸಮುದಾಯ , 
algebra = ಬೀಜಗಣಿತ , 

algebraic geometry = ಬೀಜ ರೇಖಾಗಣಿತ, 
alike = ಸದೃಶ, 
alternate = ಪದಾಂತರ ; ಏಕಾಂತರ , 
alternative = ವಿಕಲ್ಪ , 


altitude = ಉನ್ನತಿ ; ಔನ್ನತ್ಯ . 
ambiguous = ಸಂದಿಗ್ಧ , as a 

- ambiguity = ಸಂದಿಗ್ಧತೆ. 

- ambiguous case = ಸಂದಿಗ್ಧ ಪಕ್ಷ , 
amount = ಮೊy . 
analyse = ವಿಶ್ಲೇಷಿಸು; ವಿಭಜಿಸು. 

- analysis = ನಿಶ್ಲೇಷಣ . 

- analytical geometry = ವಿಶೇಷ ಜಾಮಿತಿ. 
angle = ಕೊನ. 

angular = ಕೋನಿಕ, 
answer = ಉತ್ತರ. 
antecedent = ಪೂರ್ವಪದ. 
anti -clockwise = ಅಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ; ಅಪಸವ್ಯ , - 10 26 
apparent = ಉಪಗೋಚರ ; ಪ್ರತ್ಯಕ್ಷ, 
application = ಪ್ರಯೋಗ; ಸಮಾರೋಪ. 
- applied mathematics = ಪ್ರಯೋಗ ಗಣಿತ , 
appropriate = ಉಚಿತ ; ಸೂಕ್ಷ 
approximate = ಉಪಲಕ್ಷವಾಗಿ, 

- approximation = erter 
area = ವಿಸ್ತೀರ್ಣ ; ಸಲೆ ; ಚದರಳತೆ ; ಕ್ಷೇತ್ರಫಲ , 
arc = ಕಂಸ . 
arithmetic = ಅಂಕಗಣಿತ. 
arithmetic mean = ಸಮಾನಾಂತರ 
arithmetic processes = ಅಂಕಗಣಿತ ವಿಧಾನಗಳು . 

- ( ಸಂಕಲನಾದಿ ವಿಧಾನಗಳು) 
arithmetic progression = ಸಮಾನಾಂತರ ಪ್ರಗಾಮಿ , 
argument = ಸ್ವತಂತ್ರ ನಿಸ್ವಭಾವಿ ; ತರ್ಕವಾದ - 5 6 
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arm = ಬಾಹು. 
article = ಪರಿಚ್ಛೇದ. 
ascending = ಆರೋಹಿಯಾದ ; ವರ್ಧಿಸುವ, 
assign = ನೇಮಿಸು ; ನಿರ್ದೆಶಿಸು ; ಕೊಡು: ಹಂಚು. 
astroid = ನಾಕ್ಷಿ ( astro = ನಕ್ಷತ್ರ .) 
asymptote = ಅಸಂಪಾತಿ ( ಸಂಪಾತವಾಗದಿರುವುದು ) 
assume = ಭಾವಿಸು ; ಅಂಗೀಕರಿಸು , 
attain = ಹೊಂದು, 
auxiliary = ಸಹಾಯಕ. 
average = ಸರಾಸರಿ , 
axiom = ಆಧಾರ ನಿಯಮ 
axis = ಅಕ್ಷ 


base = ಪೀಠ; ಪೀಠಾಂಕ ; ಪಾದಾಂಕ ; ಆಧಾರಾಂಕ , 
behaviour = ವರ್ತನೆ ; ಚರ್ಯೆ ; ಕಾರ್ಯರೀತಿ, - 
binomial = ದ್ವಿಪದಿ. - 
bisect = ಅರ್ಧಿಸು, 

bisection = ಅರ್ಧಿಕರಣ, 

bisector = ಅರ್ಧಕ , 
bound = ಬಂಧನ, 
- bounded = ಬಂಧಿತ, 
upper bound = ಉದ್ಭಂಧನ. 

lower bound = ಅಧೋ ಬಂಧನ. 
brackets = ಆವರಣ ಚಿಹ್ನೆ ಗಳು , 
branch = ಶಾಖೆ. 
breadth = ಅಗಲ, 


Calcul = ಎಣಿಕೆಗಾಗಿ ಉಪಯೋಗಿಸುವ ಕಲ್ಲುಹರಳು . 
calculation = ಕಲನ. 
calculus = ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ ( a mode of calculation ) 
calender = ತಾ 
cardioid = ಹೃದ್ವಲಯ ( ಹೃದಯದ ಆಕಾರದ ಒಂದು ರೇಖೆ). 
cancel = ಪ್ರಹರಿಸು, ಹೊಡೆದು ಹಾಕು. 
Case = ಪಕ್ಷ. 
catenary = dog, pop 3 ( chainette ). 
Cent = ನೂರು, 
Centre = ಮಧ್ಯ ಬಿಂದು ; ಕೇಂದ್ರ , 

- centre of a circle = ವರ್ತುಳದ ಕೇಂದ್ರ , 
- centre of curvature = ಪ್ರವಣತಾ ಕೇಂದ್ರ . 

Central = ಮಧ್ಯಮ . 
Centroid = ಗುರುತ್ವ ಕೇಂದ್ರ , 
century = ಶತಮಾನ. 
circle = ವರ್ತುಳ ; ವೃತ . 

- circle of curvature = ಪ್ರವಣತಾ ವರ್ತುಳ 
- Circular = ವರ್ತುಳಿಯ, 
-- circum -circle = JOBS 

- circum -radius = 708 
circumference = ಪರಿಧಿ. 
circumscribe = ಆವರಣಿಸು ; ಬಹಿರ್ಯೊಜಿಸು . 
cissoid = ಅ ಭಿಗಮ ರೇಖೆ. 
chainette = ತಂತ್ರೀರೇಖೆ ( catenary ). 
change = ಬದಲಾವಣೆ , 
chord = ಛೇದಕ ; ಜ್ಯಾ ; ಚಾಪಕರ್ಣ. 

chord of contact = ಸ್ಪರ್ಶ ಛೇದಕ. 


- chord of curvature = ಪ್ರವಣತಾ ಛೇದಕ 
classification = ವರ್ಗಿಕರಣ. 
clear = ಸ್ಪಷ್ಟ , 
clockwise = ಪ್ರದಕ್ಷಿಣ ; ಸವ್ಯ , 
closed = ಆವೃತ. .. 

closed interval – ಆವೃ ತಾವಧಿ. 

closed curve = ಆವರಣರೇಖೆ, 
closest Contact = ನಿಕಟ ಸ್ಪರ್ಶ. 
Coencient = ಸಹವರ್ತನ ; ಗುಣಕಿ ; ಪೋಷಕ , 
cofactor = ಸಹಾಪವರ್ತನ, 
coincide = ಐಕ್ಯವಾಗು, 
collinear = ಸರಳರೇಖಸ್ಥ . . 
Combination = ಸಂಯೋಗ; ಸಮುದಾಯ . 
Commensurable = ಪರಿಮೇಯ. 
Common - ಸಾಮಾನ್ಯ . 
- common difference = IDJogo ; 

ಚಯ ( ಭಾಸ್ಕರ). 
--Common ratio = ಸಾಮಾನ್ಯ ಧಾರಣರಾಶಿ ; 

ಚಯೋಗುಣ ( ಭಾಸ್ಕರ). 
--Cornmon chord = ಸಾಮಾನ್ಯ ಛೇದಕ . 
Compare = ಹೋಲಿಸು . 
Compasses = ವೃತ್ತಕ ; ಕೈವಾರ, 
Complement = ಪೂರಕ , 
Complex number = ಭಾವನಾಂಕ ; ಕಲ್ಪನಾಂಕ. Eion 
Composite = ಮಿಶ್ರ ; ಸಂಯುಕ್ತ . 

- Composite function = ವಿಶ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆ , 
compound angle = ಸಂಕಲಿತಕೋನ; ಮಿಶ್ರಕೋನ, 


vi 
Concave = ನಿನ್ನ , 

- concave upwards = eraq , Fabio 
- concave downwards = e possessed 

- Concavity = ನಿನ್ನ ತೆ, 
Concentric circles = ಕೇಂದ್ರಕ್ಯ ವೃತ್ತಗಳು. 
Conchoid = ಪಾಂಚಜನ್ಯ ; ಶಂಖರೇಖೆ, 
conclusion = ತೀರ್ಮಾನ ; ಸಿದ್ದಾಂತ, 
Concur = ಸಂಗತವಾಗು ; ಸಂಗಮಿಸು. 

- Concurrence = ಏಕಬಿಂದು ಸಂಗಮ . 

- Concurrent = ಸಂಗಾಮಿಯಾದ. 
Concyclic = ಸಂವ ತ್ಯ . 
Condensation = ಘನೀಕರಣ . 
condition = ನಿಬಂಧನೆ. 
Cone = ಶಂಕು. 

- conic section = ಶಂಕುಭಾಗಿನಿ, 
confusion = ಅವ್ಯವಸ್ಥೆ ; ಪರಿಭ್ರಮಣ. 
Congruence = ಸರ್ವ ಸಮತ್ವ . 
Conjugate = ಅನುಬದ್ಧ , 
Connect = ಸಂಯೋಜಿಸು. 
consecutive = ಕ್ರಮಾನುಗತ , 
Consequent = ಉತ್ತರ ಪದ. 
Consider = ಗಮನಿಸು . 
Constant = ಸ್ಥಿರಿ. 
Construction = ರಚನೆ . 
Contact = ಸ್ಪರ್ಶ. 
Continuous = ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನ . 

Continuity = ಅವಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ. 
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27 ] 
continued fraction = ಪರಂಪರ ಭಿನ್ನರಾಶಿ . 
continued proportion = ಪರಂಪರ ಅನುಭಾಗ ; 

ಪರಂಪರ ಅನುಪಾತ , 
Convention = ಸಾಂಪ್ರದಾಯ . 
Convergent = ಅಗ್ರಮುಖ 

- Convergence = ಅಗ್ರಮುಖತೆ ; ಪರಿಚ್ಛಿನ್ನತೆ. 
Converse = ವಿಪರ್ಯ ಯ ; ವಿರುದ್ದ . 
Convex = ಸೀನ. 

- Convex upwards = ಊರ್ಧ್ವಪೀನ. 
- Convex downwards = ಅಧಃ ಪೀನ. 

- Convexity = ಸೀನತೆ, 
Coordinate = ನಿರ್ದೆಶಕ. 

Coordinate axis = ನಿರ್ದೆಶಕಾಕ್ಷ, 
Corollary - ಉಪಲಬ : ಉಪಫಲ : ಅನುಮಿತ 
Correct = ಸರಿ , 

- Correction = ತಿದ್ದು ಪಡಿ , 
Correspond = ಅನುಗುಣವಾಗಿರು, ಜವಾಬಾಗಿರು. 
Criterian = ನಿರ್ಧಾರಕ : ನಿರ್ಣಾಯಕ; ಶೋಧಕ ; ಪರೀಕ್ಷಕ, 
Cross - multiplication = ಕರ್ಣ ಗುಣಕಾರ , 
cross -section = 923 poz . 
COsecant = ಕೋಟಛೇದಕ. 
cosine = ಕೋಟಿಜ್ಞಾ 
Cotangent = ಕೋಟಿಸ್ಪರ್ಶಕ , 
Cube = ಘನ. 
Current point = ಪ್ರಚಲಿತ ಬಿಂದು, 
Curve = ರೇಖೆ. 

- Curved = ಕುಟಿಲ ; ವಕ್ರ ; ಪ್ರವಣ. 
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-- curved surface = J JO BUJAJO. 
Curvature = ಪ್ರವಣತೆ . 
cusp = ಕುಶಬಿಂದು. 
Cut = ಛೇದಿಸು ; ಛೇದನ , 
Cycle = ಚಕ್ರ ; ಆವರ್ತನೆ. 

- Cyclic = ಚಕ್ರೀಯ ; ಆವರ್ತ . 
cylinder = ಕಾಂಡ, 
- - cylindrical coordinates = ಕಾಂಡವ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು . 
dash = ಆಶು ರೇಖೆ. 
data = ದತ್ತಾಂಶಗಳು, 
- datum = ದತ್ತಾಂಶ ( ಏಕವಚನ) : 
decimal = ದಶಮಾಂಶ . 
decrease = ಕ್ಷೀಣಿಸು ; ಅವರೋಹಿಯಾಗು, 
deduce = ಅಭೂ ಹಿಸು ; ನಿಗಮಿಸು ; ಅನುಮತಿಸು , 

- deduction = ಅಭೂ ಹ ; ನಿಗಮನ; ಅನುಮಿತ, 

- deductive = ಅಭೂಹಾತ್ಮಕ ; ಅನುಮಾನಿಕ, 
definite = ನಿರ್ದಿಷ್ಟ ; ನಿಷ್ಕಷ್ಟ; ನಿಯತ. 
definition = ನಿರೂಪಣೆ. 
degree = ಘಾತ ; ಸಮಕೋನದ 1 / 90 ಭಾಗ, 
demonstrate = ಪ್ರತಿಪಾದಿಸು , 
denominator = ಛೇದ, 
dependent = ಅವಲಂಬಿ, ಸಂಯೋಜಿತ, 
derive = ಅವತರಿಸು ; ಜನಿಸು ; ಅಂತರಿಸು ; ಉತ್ಪಾದಿಸು. 

- derived function = ಜನ್ಯ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ. 

- derivation = ಅಂತರಣ ; ಉತ್ಪಾದನ ; ನಿಷ್ಪತ್ತಿ. 
descend = ಅವರೋಹಿಯಾಗು . 
detect = ಅನ್ವೇಷಿಸು ; ಪತ್ತೆ ಮಾಡು. 


1X 


determines ನಿರ್ಧರಿಸು 
determinant = ನಿರ್ದೆಶಕ ; ಚೌಬಂಧ, 
diagonal = ಕರ್ಣ ; ಶ್ರುತಿ. 
diagram = ನಕ್ಷೆ . 
difference = ವ್ಯತ್ಯಾಸ ; ಅಂತರ . 
differential - ಅಂತರಾಂಶ. 

- diferential calculus = ಅಂತರಾ೦ಶ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ. 
- diferential coencient = ಅ೦ತರಾಂಶ ಸಹವರ್ತನ. 
- diferentiate = ಅಂತರಿಸು, 

differentiation = ಅಂತರಣ. 
direct = ಋಜುವಾದ ; ನೇರವಾದ, 
direction = ದಿಕ್ಕು . 
directrix = ದಿಕ್ ಸೃಂಭ. 
discontinuity = ವಿಚ್ಚಿ , 
- discontinuous = ವಿಚ್ಚಿನ್ನ , 
discriminate = ವಿವೇಚಿಸು . 

- discriminant = ವಿವೇಚಕ, 
discuss = ಚರ್ಚಿಸು . 

- discussion = ಚರ್ಚೆ, 
diverge = ಅಪಾಗ್ರವಾಗು ; ಅನಂತಮುಖನಾಗು. 

- divergent = ಅಪಾಹ್ರವಾದ. 

- divergent Series = ಅಪಾಗ್ರಶ್ರೇಣಿ 
divide = ಭಾಗಿಸು , 

- division = ಭಾಗಹಾರ. 
- dividend = ಭಾಜ್ಯ 

- divisor = ಭಾಜಕ . 
domain = ಕ್ಷೇತ್ರ . 


dotted line = ಬಿಂದು ಸವಿತ ರೇಖೆ. 
double = ದ್ವಿಗುಣ . 

double point = ದ್ವಿಗುಣ ಬಿಂದು. 
dynamics = ಚಲನ ವಿಜ್ಞಾನ. 


eccentricity = ಅತಿರೇಕ. 
edge = ಅಂಚು. 
element = ಧಾತು ; ಘಟಕ ; ಘಟಕಾಂಶ ; ಮೂಲ; ಮೂಲಾಂಶ. 

- elementary = ಘಟಕ ; ಮೂಲಭೂತ; ಪ್ರಾಥಮಿಕ, 

- elementary functions = ಘಟಕಾನುಸ್ಥಾಪನೆಗಳು . 
eliminate = ವಿಸರ್ಜಿಸು. 

- eliminant = ವಿಯೋಗಿ. 
ellipse = ಅವಲು . ( ex = Out , leips = to leave ; 

omission ; defect). 
energy = ಚೈತನ್ಯ . 
entity = ಭವಿತ, 
enunciate = ವದಿಸು ; ಸ್ಥಾಪಿಸಿ ಹೇಳು, 

- enunciation = ಸ್ಟಾಪವಾಕ್ಯ . 
equal = ಸಮ , 

- equality = ಸಮತ್ವ . 
equation = ಸಮೀಕರಣ . 
equi-angular = Haszoso ego 

- equi- angular spiral = ಸಮಾನಕೋನಿಕ ಪರಿಭ್ರಮಿ . 
equilateral triangle = ಸಮಬಾಹು ತ್ರಿಕೋನ. 
error = ದೋಷ, 
establish = ಸ್ಥಾಪಿಸು, 
escribe = ಬಹಿರ್ಯೊಜಿಸು , ಬಹಿರ್ವೃತ್ರಿಸು, ಬಹಿಃ ಪರಿಸ್ಥಾಪಿಸು 
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etc = ಇತ್ಯಾದಿ. 
even = ಸರಿ. 
evident = ಸ್ವಗೋಚರ. 
evolute = ವಿಕಾಸಿರೇಖೆ ( that which evolves ) 
evolution = ವಿಕಾಸ. 
exact = ನಿಷ್ಕಷ್ಟವಾದ, ಸರಿಹೊಂದುವ 
examine = ಪರೀಕ್ಷಿಸು . 
example = ಉದಾಹರಣೆ. 
excess = ಅತಿರೇಕ. 
exchange = ವಿನಿಮಯ , 
exclude = ಬಹಿಷ್ಕರಿಸು . 

- excluded = ಬಹಿಷ್ಕ ತ. 
exercise = ಅಭ್ಯಾಸ. 
exhibit = ಪ್ರದರ್ಶಿಸು, 
expand = ವಿಶಾಲಿಸು ; ವಿಸ್ತರಿಸು . 

- expansion = ವಿಶಾಲನ ವಿಸ್ತರಣೆ, 
explanation = ವಿವರಣೆ ; ಸ್ಪಷ್ಟಿಕರಣ. 
explicit = ಪ್ರಕಟ. 
exploration = ವಿಚಯನ, 
exponential function = ಸೂಚಕ ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ . 
expression = ವ್ಯಕ್ತಕ ; ರಾಶಿ ; ಪ್ರಕಾಶಕ. 
extend = ವಿಸ್ತರಿಸು : ಬಡಾಯಿಸು ; ವ್ಯಾಪಿಸು ; ಪಸರಿಸು. 

extension = ವಿಸ್ತರಣೆ ; ಬಡಾವಣೆ . 
exterior = ಬಾಹ್ಯ . 
extract = ಉದ್ಧತ ಭಾಗ ; ಉದ್ದರಣ . 

extraction = ಉತ್ಪಾದನೆ ; ಉದ್ಘಾಟನೆ. 


factor = ಅಪವರ್ತನ, 
figure = ಆಕ್ಷ ತಿ. 
finite = ಪರಾ ಪ್ರ . 
fixed = ಸ್ತಬ್ದ ; ಅಚಲ. 
hower brackets = ಪುಷ್ಟಾವರಣಗಳು . 
focus = ನಾಭಿ. 
folium = ಪತ್ರಲತಾ ( ಎಂಬ ರೇಖೆ). 
foot = ಪಾದ, 
form = ರೂಪ ; ನಿರ್ಮಿಸು , (form the equation etc . ) 
former half = ಪೂರ್ವಾರ್ಧ. 
formula = ಸೂತ್ರ. 
fraction = ಭಿನ್ನರಾಶಿ , 
from first principles = ಪ್ರಭವದಿಂದ ; ನಿರೂಪಣೆಯಿಂದ . . 
function = ಅನುಸ್ಥಾಪನೆ ( ಈ ಪದದ ಮೂಲವು ಸಂಸ್ಕೃತದ ಭುಜ್ 

[ to enjoy ) ; ಭುಜ = ಭಂಗೈ , ಭುಂಗ್ಯನ - function 

- Annandale ] 
fundamental = ಆಧಾರಭೂತ; ಮೂಲಾತ್ಮಕ. 
funnel = ಲಾಳಿಕೆ . 


general = ಸಾರ್ವತ್ರಿಕ ; ಸರ್ವಸಾಮಾನ್ಯ ; ಸರ್ವಾಂಗ ; 

- ವಿಸ್ಕಾರವಾದ . 
- generality = ಸಾರ್ವತ್ರಿಕತೆ ; ಸರ್ವವ್ಯಾಪ್ತಿ 
- generalize = ವ್ಯಾಪ್ತಿಯನ್ನು ವಿಶಾಲಿಸು. 

- generalization = ವ್ಯಾಪ್ತಿ ವಿಸ್ತರಣ ; ವ್ಯಾಪ್ತಿವೈಶಾಲ್ಯ . 
general equation = ಸರ್ವಪದ ಸವಿಾಕರಣ ; 

ಸರ್ವಾಂಗಸಮಿಾಕರಣ . 
geometry = ರೇಖಾಗಣಿತ : ಜಾಮಿತಿ, 
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---- geometric , geometrical = op 23 TESS POBJ ; 

ಜಾಮಿತೀಯ . 
-- - geometrical interpretation = 8 ( QUOQE . 
- geometric mean = ರೇಖಾಮಧ್ಯಮ, 

- geometric progression = ರೇಖಾ ಪ್ರಗಾವಿ . 
given = ದ . 
glossary = ವಿಶೇಷ ಪದಗಳ ಅರ್ಥವನ್ನು ಕೊಡುವ ಶಬ್ದಕೋಶ 

ಅಥವಾ ನಿಘಂಟು . 
graph = ನಕ್ಷೆ . 
gravity = ಗುರು 
greatest = ಮಹತ್ತ ಮ ; ಅತ್ಯಧಿಕ. 
- - greatest common measure ( g . c . m . ) = 

ಮಹತ್ತರ ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ ( ಮ . ಸಾ . ಅ.) 


harmonic = ಮೇಳಕ . 

harmonic mean = ಮೇಳಕ ಮಧ್ಯಮ , 

- harmonic progression = ಮೇಳಕ ಪ್ರಗಾಮಿ , 
- height = ಎತ್ತರ ; ಉನ್ನ ತಿ ; ಔನ್ನತ್ಯ , 

- height of a segment of a circle - 38 . 
hemisphere = ಅರ್ಧಗೋಳ, 
highest common factor ( h . c . f.) = 20 to 20 

- ಸಾಮಾನ್ಯ ಅಪವರ್ತನ ( ಮ . ಸಾ . ಅ.) 
hold = ಹೊ೦ದು ; ಸಿದ್ದಿ ಸು ; ನಿಜವಾಗು ; ಹಿಡಿ, 
hollow = ನಿನ್ನ ; ರಿಕ್ತ . 
homogeneous = ಸಮಘಾತೀಯ , 
horizon = ದಿಗಂತ ; ಕ್ಷಿತಿಜ ; ಬಾನಂಚು ; ಬಾಂಗೆರೆ, 

- horizontal axis = ಕ್ಷಿತಿಜಾಕ್ಷ. 
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hyperbola = 1987 PT. (ballow = to throw ) . 
hypotenus = ಕರ್ಣ , 
hypothesis = ಆಧಾರ; ಹಸ್ತಿಭಾರ ; ಅಧಿರೋಪ; 


identical = ಸರ್ವಸನು . 

- identity = ಸರ್ವಸಮತ್ವ : ನಿತ್ಯ ಸಮೀಕರಣ . 
id est (latin ) : i. e. = ಎಂದರೆ ; ( ಇದೂ ಅದೇ ). 
image = ಪ್ರತಿಬಿಂಬ. 
imaginary number = ಭಾವನಾಂಕ ; ಕಲ್ಪನಾಂಕ . 
inclination = ಬಾಗು ; ಕೊನ. 
included = ಅಂತರ್ಗತ , 
incommensurable = ಅಪರಿಮೇಯ. 
increase = ವರ್ಧಿಸು. 

- increment = 3853. 
indefinite = ಅನಿಷ್ಕಷ್ಟ ; ಅಸ್ಪಷ್ಟ . 
independent = ಸ್ವತಂತ್ರ . 
index = ಸೂಚಕ, 
induction = ಅನುಪ್ರೇರಣೆ ; ಪ್ರೇರಣೆ ; ಪ್ರಚೋದನೆ. 
inequality = ಅಸಮತೆ ; ವಿಷಮ , 
inference = ಫಲಿತಾರ್ಥ, 
inferior = ಅಲ್ಪ ತಮ , 
infinitesimal = ಸೂಕ್ಷಾಂಶ ; ಅಣಿಯಾಂಶ. 
indexion = ಪ್ರತಿವಲನ ಬಿಂದು ; ನಿಷ್ಪವಣ ಬಿಂದು, 
initial line = ಆದಿರೇಖೆ. 
initial velocity = ಆದಿವೇಗ, 
inscribe = ಅಂತರ್ಯೋಜಿಸು ; ಅಂತಃ ಸರಿಸ್ಥಾಪಿಸು, 
instrument = ಉಪಕರಣ. 


28 ] 
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integer = ಪೂರ್ಣಾ೦ಕ. 
integral = ಸಮಗ್ರ . 

- integral calculus = ಸಮಗ್ರಣ ಕಲನ ವಿನ್ಯಾಸ 
- integrate = ಸಮುದ್ರಿಸು, 

- integration = ಸಮಗ್ರಣ, 
intercept = ಅಂತರ್ಭಾಗ ; ಅಂತರ್ಗತಭಾಗ, 
interchange = ವಿನಿಮಯ , 
interior = ಅಂತರಂಗ, 

-interior opposite angle = ಅಂತಸ್ಥಾಭಿಮುಖಕೋನ. 

- interior point = ಆಂತರಿಕ ಬಿಂದು , 
internal = ಆಂತರಿಕ 

internal contact = ಅಂತಃಸ್ಪರ್ಶ, 
interpretation = ಅಂತರಾರ್ಥ ವಿವರಣೆ. 
intersect = ಛೇದಿಸು ; ಕತ್ತರಿಸು ; ಸಂಧಿಸು , 
- point of intersection = ಛೇದಕ ಬಿಂದು ; 

* 

ಸಂಧಿ ಬಿಂದು ; ಕರ್ತರಿಬಿಂದು, 
interval = ಅವಧಿ 
intrinsic = ಅ೦ ತರ್ಗುಣ ; ವಾಸ್ತವಿಕ ; ಸಹಜ ; ನೈಜ, ಇN 
introduction = ಪ್ರವೇಶಿಕೆ . 
inverse = ವಿಲೋಮ, 

- inversion = ವಿಲೋಮನ. 
inverted = ಅಪಶೃಂಗ, 
involute = ವಿಕಾಸಜನರೇಖೆ, 
involution = ಸಂಘಾತ ; ಪೂರ್ಣಾಂಕಘಾತ. 
irrational number = ಅಧಾರಣಾಂಕ , ( rate = ಧಾರಣ) 
irresoluble = ಅನಪವರ್ತಿಯ . 
isolated point = ಏಕಾಂಗಿಬಿಂದು , 
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join = ೪೦ಟಿಸು ; ಸಂಯೋಜಿಸು. 


kind = ಜಾತಿ ; ವಿಧ . 


latter half = ಉತ್ತರಾರ್ಧ. 
latus rectum = ನಾಭಿ ವೈಶಾಲ್ಯ ; ನಾಭಿ ದ್ವಿಭುಜ, 
law = ನಿಯಮ. 
left hand side ( L . H . S .) = ವಾಮಭಾಗ ; ಎಡಭಾಗ, 
lemma = ಸಹಾಯಕ ಫಲ ; ಸಹಾಯಕ, 
lemniscate = ದ್ವೀಪ ಯ ( ಎಂಬರೇಖೆ). [ ಏಜಿಯನ್ 

( Egean ) ಸಮುದ್ರದಲ್ಲಿ ಲೆಕ್ಕಾಸ್ ( Lemnos ) ಎಂಬ ದ್ವೀಪ 

ದ್ವಯದ ಆಕೃತಿ.] 
length = ಉದ್ದ ; ಲಾಂಬಿ. 
like = ಸದೃಶ ; ಸಜಾತೀಯ , 
limacon = ಮಹೀಲತಾ ( ಎಂಬ ಮಣ್ಣು ಹುಳುವಿನ ಆಕೃತಿಯ ರೇಖೆ, 

limacis = limax = earth -worm ). 
limit = ಪರಿಮಿತಿ, 
line = ಗೆರೆ ; ರೇಖೆ. 
linear = ಸರಳ . 
locus = ಪಥ, 
logarithm = ಲಘುಮಿತಿ, 

logarithmic - ಲಘುಮಿತೀಯ , 
lower bound = ಅಧೋಬಂಧನ 


magnitude = ಪ್ರಮಾಣ ; ಗಾತ್ರ . 
major = ಗುರು ; ಮಹಾ; ಜೈ ಷ್ಣ ; ಪ್ರಧಾನ 

major axis = ಪ್ರಧಾನಾಕ್ಷ. 
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many = ಅನೇಕ ; ಬಹು. 

- many -valued function = ಬಹುಮೂಲ್ಯಾನುಸ್ಥಾಪನೆ 
margin = ಪಾರ್ಶ್ವವಿರಾಮ ; ಅವಕಾಶ, 
mass = ವಸ್ತು , 
mathematics = ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರ . (ಮತಿಮಥಕ) 
-- mathematical = ಗಣಿತೀಯ . 

mathematical induction = ಗಣಿತಾನುಮಿತಿ, 

mathematicians ಗಣಕ . 
maximum = ಗರಿಷ್ಠ , 

- maximum point = ಗರಿಷ್ಠ ಬಿಂದು, 
- maximum value = ಗರಿಷ್ಠ ಮೂಲ್ಯ, 

- maximum ( absolute) = ಮಹತ್ತಮ . 
mean = ಮಧ್ಯಮ , 

- mean proportional = ಮಧ್ಯಾನುಪಾತಿ, 
- mean value = ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ. 
-- mean value theorem = ಮಧ್ಯಮ ಮೂಲ್ಯ ಸಂಸಿದ್ದಿ . 
measure = ಮಾನ : ಅಳತೆ ; ಪರಿಮಾಣ, 

-----measurable = 10 .35808 . 
mechanical = ಯಾಂತ್ರಿಕ, 
mention = ಉಲ್ಲೇಖಿಸು ; ಎತ್ತಿಹೇಳು. 
method = ವಿಧಾನ. 
middle = ಮಧ್ಯ . 
minimum = ಕನಿಷ್ಠ 
- minimum point = ಕನಿಷ್ಠ ಬಿಂದು , 

minimum value = ಕನಿಷ್ಠ ವ 
- minimum ( absolute) = ಲಘುತನ , 
minor = ಕನೀಯ ; ೨ ತಿಯುವ ; ೨ . 
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- - minor axis = ಕನೀಯಾಕ್ಷ . 
minus sign = ಖಣಚಿಹ್ನೆ , 
miscellaneous = ಸಂಕೀರ್ಣ 
mode = ರೀತಿ ; ವಿನ್ಯಾಸ. 
monotonic = ಏಕನಾದೀಯ ; ಏಕಾಯನ; ಏಕೆ 
multiple = ಗುಣಿತ ; ಬಹುಳ. 

- multiple point = ಗುಣಬಿಂದು. 
multiplicand = ಗುಣ್ಯ . 
multiplier = ಗುಣಕ, 
multiply = ಗುಣಿಸು, 

-- multiplication = Muro FIV . 


- 


necessary = ಅವಶ್ಯಕ. 
negative = dosa . 
neighbourhood = ಸಾಮೀಪ್ಯದ 
node = ಕಂಠಬಿಂದು . 
non -recurring ( non -repeating ) = JIEF . 
non -terminating = ಅಂತ್ಯರಹಿತ ; ಅನಂತಾವಧಿ. 
normal = ಲಂಬರೇಖೆ. 
notation = ಸಂಕೇತ, 
note = ಟಿಪ್ಪಣಿ, 
number = ಸಂಖ್ಯೆ . 
- number of terms in a progression = 623 

( ಭಾಸ್ಕರ) 
numerator = ಅಂಶ . 
numerical = ಸಂಖ್ಯಾತ್ಮಕ, 


xix 


oblique = ತಿರ್ಯಕ್ ; ಅಸಮ ; ಓರೆಯಾದ, 

oblique axes = ಅಸಮಾಕ್ಷಗಳು . 
oblong = ಆಯತ, 
observation = ಅವೇಕಣ ; ವೀಕ್ಷಣೆ . 
obtuse angie = ವಿಶಾಲ ಕೋನ, 
odd = ಬೆಸ ; ವಿಷವು . 
of constant length = ಸ್ಥಿರಲಾಂಬಿ , 
one to - one Correspondence = ಏಕಾಧೈಕ ಅನುಗುಣ. 
open = ಅನಾವೃತ. 0 , 
Operator = ಕಾರಕ, 
opposite = ಅಭಿಮುಖ ; ವ್ಯತಿರಿಕ್ತ . 
order = ಅಧಿಷ್ಠಾನ ; ಅಂತಸ್ತು ; ಹಂತ ; ದರ್ಜೆ, 
ordinate = ಆರೂಢ; ಭುಜ ; } - ನಿರ್ದೆಶಕ , - 
origin = ಮೂಲಬಿಂದು. 
orthogonal = ಸಮಕೋನಿಕ ; ಲಂಬ, 
Oscillating Series = ಲೋಲಕ ( ಆಂದೋಲಕ , ಡೋಲಾಯಕ). 

- ಶ್ರೇಣಿ, 
Oval = ಅಂಡಾಕೃತಿ, 

ವಸು 


pair = ಜೊತೆ ; ಯುಗ್ಯ ; ಯುಗಳ, 
parabola = ಪರಿಕ್ಷೇಪ ( para = beside , ballow = to 

- throw ) 
parallel = ಸಮಾನಾಂತರ, 

- parallelogram = ಸಮಾನಾಂತರ ಚತುರ್ಭುಜ . 
parameter = ಪರಮಾನ. 
path = ಪಥ. 
partial = ಪಾಕ್ಷಿಕ, 


partial differentiation = ಪಾಕ್ಷಿಕಾಂತರಣ . 

partial fractions = ಪಾಕ್ಷಿಕ ಭಿನ್ನರಾಶಿಗಳು, 
particle = ಕಣ . 
particular = ಪ್ರತ್ಯೇಕ. 
passing through the pole = ಧ್ರುವಗತ, 
Deculiarity = ವಿಶೇಷ ಗುಣ . 
pedal - ಸಾದೀಯ . 

- pdal curve = ಪಾನೀಯ ರೇಖೆ, 

- pedal triangle = ಪಾನೀಯ ತ್ರಿಭುಜ, 
penultimate = ಉಪಾಂತ ; ಕೊನೆಯದರ ಹಿಂದಿನದಾದ, 
perimeter = ಸುತ್ತಳತೆ. 
perpendicular = ಲಂಬ. 
plan = ಸಮತಲ , 
plus sign = ಸಂಕಲನ ಚಿಹ್ನೆ . 
point = ಬಿಂದು. 
pole = ಧ್ರುವ, 

- polar Coordinates = ಧ್ರುವೀಯ ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು. 

--- polar reciprocal = Qu,apoi se dood 8p 
polynomial = ಬಹುಪದಿ. 
position = ಸ್ಥಾನ. 
positive = ಧನ, 
postulate = ಸ್ವೀಕೃತ ( ಅಂಗೀಕೃತ) ಪಕ್ಷ 
power = ಘಾತ, 
principal = ಪ್ರಧಾನ. 
principle = ತತ್ಯ , 
problem = ಸಮಸ್ಯೆ . 
process = ಕ್ರಮವಿಧಿ ; ವಿಧಾನ ; ಪ್ರಕ್ರಿಯೆ ; ಕಾರ್ಯಗತಿ, 
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produce = ಲಂಬಿಸು ; ಉದೂ ರ್ಣಿಸು , 
product = ಗುಣಲಬ್ದ . 
progression = ಪ್ರಗಾವಿ : ಪ್ರವರ್ಧಿ ; ಪ್ರಗತಿ ; ಸಾಗಣಿ ; 
project = ಪ್ರಕ್ಷೇಪಿಸು. 

---- projection = I PJEO . 
proof = ಸಾಧನೆ . 
proper = ಸಾಧು ; ಶುದ್ದ ; ಯಥಾರ್ಥ ; ಉಚಿತ ; ಯೋಗ್ಯ; 

ಸಭ್ಯ ; ಶಿಷ್ಟ ; ನಿಷ್ಕಷ್ಟ . 
property = ಗುಣ : ಲಕ್ಷಣ. 
proportion = ಅನುಪಾತ ; ಅನುಭಾಗ ; ದಾಮಾಷಾ. 

proportional = ಅನುಪಾತಿ ; ಅನುಭಾಗಿ , 
proposition = ಪ್ರಮೇಯ. 
pure mathematics = ಶುದ್ದ ಗಣಿತ , 
pyramid = ಗೋಪುರ. 
Pythagoras theorems ಶುಲ ಸಂಸಿದಿ . 


quadrant = ಚಿಭಾಗ, 
quadratic equation = ವರ್ಗ ಸಮೀಕರಣ. 
quadrilateral = ಚತುರ್ಭುಜ. 
quantity = ಪರಿಮಾಣ , 
question = ಪ್ರಶ್ನೆ . 
quad erat demonstratum (latin ) = QE. D = ಇತಿಸಿದ್ದಿ , 
quotient = ಭಾಗಲಬ್ದ , 


radian = ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿ , 

- radian measure = ತ್ರಿಜ್ಯ ಕಂಸಿಮಾನ, 
radical = ಮೂಲ, 
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- radical sign = ಕರಣಿ ಚಿಹ್ನೆ . 
radius = ತ್ರಿಜ್ಯ 
---- radius of curvature = y Jeasa gog 
- radius vector = aj pas . 
- radical = ತ್ರಿಜ್ಯಾವಲಂಬ. 

. 
range = ಅವಧಿ, 
rate = ಧಾರಣ . 

- rate - measujer = ಧಾರಣಮಾಪಕ . 
ratio = ಧಾರಣರಾಶಿ, 
rational number = ಧಾರಣಾಂಕ , 
real number = ನಿಜಾಂಕ. 
reason = ಕಾರಣ . 
reciprocal = ವ್ಯತಿಹಾರ ; ಮೇಳ: ಹರಾತ್ಮಕ ; ಅನ್ನೋನ್ಯ: 

ಪರಸ್ಪರ : ವ್ಯತ್ಯಮ. 
rectangle = ಆಯ ; ದೀರ್ಘ ಚತುರಸ್ರ . 
rectangular hyperbola = ಸಮ ಅತಿಕ್ಷೇಪ. 
recurring = ಆವರ್ತ. 
reduce = ಅವಶೇಷಿಸು ; ಕ್ಷೀಣಿಸು ; ಇಳಿಸು, 
reductio ad absurdum ( latin ) = ಅಸಂಗತಿ ಪ್ರದರ್ಶನ. 
retect = ಪ್ರತಿಬಿಂಬಿಸು. 

- relection = ಪ್ರತಿಬಿಂಬನ. 
regular = ಏಕಪ್ರಕಾರ ( uniform ), 
Telation = ಸಂಬಂಧ. 
remainder = ಶೇಷ. 
repeat = ಆವರ್ತಿಸು, 

- repeated = ಆವರ್ತ, 
- repetition = ಆವರ್ತನೆ. 
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replace = ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸು. 
represent = ರೂಪಿಸು, 

- representation = ರೂಪಣೆ, 
required = ವಾಂಛಿತ ; ಅಭೀಷ್ಟ . 
respectively = ಕ್ರಮವಾಗಿ , 
result = ಫಲಿತಾಂಶ . 
reversion = ವಿಪರ್ಯಾಸ . 
revolution = ಆವೃತ್ತಿ , 
rhodonae = ಪದ್ಮದಳ ರೇಖೆ. 
rhombus = ವಜ್ರಾಕೃತಿ, 
right = ಋಜು ; ಸಮ ; ಸರಿ ; ಬಲಪಾರ್ಶ್ವ, 
---- right angle = ಸಮಕೋನ, 
- right circular Cone = ಖಜು ವರ್ತುಳಿಯ ಶಂಕು . 

- right hand side = ಬಲಭಾಗ ; ದಕ್ಷಿಣಭಾಗ, 
rigid = ಅನನ್ಯ . 
Tod = ದಂಡ, 
root = ಮೂಲ, 

- root sign = ಕರಣಿ ಚಿಹ್ನೆ . . 
rope = ರಜ್ಜು ; ದಾನ ; ಸಂದಾನ; ಹಗ್ಗ , - 
rough = ಕರ್ಕಶ ; ದುರ್ಗಮ ; ಸ್ಕೂಲ. 
row = ಸಾಲು, 
rule = ನಿಯಮ ; ವಿಧಿ ; ಸೂತ್ರ ; ಕರಣಸೂತ್ರ ( ಭಾಸ್ಕರ). 

- rule of three = 8 , 008 . 
ruler = ಸರಳ ದಂಡ, 


satisfy = ಪಾಲಿಸು ; ಹೊಂದು, ( satisfy an equation ) 
Scale = ಮಾನ. 
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ರ್ಧಗಳು 


Science = ವಿಜ್ಞಾನ: ಶಾಸ್ತ್ರ , 
Secant = ಛೇದಕ ; ಜ್ಞಾ . 
section = ಭಾಗ ; ಛೇದಕ ರೇಖೆ. 
Sector = ಶಕಲ , 
Segment = ಖಂಡ. 
Semi = ಅರ್ಧ . 

-- Semi- axes = ಅರ್ಧಾಕ್ಷಗಳು . 
-- semi-conjugate diameters = < 3 

- semi-vertical angle = ಶೃಂಗಾರ್ಧಕೋನ. 
sequence = ಕ್ರಮಾನುಸರಣಿ ; ಅನುಕ್ರಮಿ ; ಪರಾಯ . 
Series = ಶ್ರೇಣಿ, 
Set of points = ಬಿಂದುವರ್ಗ, 
side = ಬಾಹು ; ಭುಜ ; ಪಾರ್ಶ್ವ , 
Sign = ಚಿಹ್ನೆ , 
Similar = ಸದೃಶ. 
Simple = ಅಕ್ಲಿಷ್ಟ ; ಅಮಿಶ್ರ ; ಸರಳ ; ಸುಲಭ . 
simplify = ಸುಲಭೀಕರಿಸು ; ಶೋಷಿಸು. 

Simplification = ಸುಲಭೀಕರಣ : ಶೋಷಣೆ, 
simultaneous = ಸಮಕಾಲಿಕ, 
sinc = ಜ್ಞಾ . 
single - valued function = ಏಕಮೂ 
Singular point = ವಿಜಾತಿ ಬಿಂದು, 
slope = ಸ್ಪರ್ಶಪಾತ, 
Srmall brackets = ಅಲ್ಲಾವರಣಗಳು , 
Solve = ವಿಘಟಿಸು ; ಬಿಡಿಸು . 

Solution = ವಿಘಟನೆ . 
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Solution of equations = ಸಮೀಕರಣ ವಿಘಟನೆ (ಮೂಲ 

ಗಳನ್ನು ಕಂಡು ಹಿಡಿಯುವಿಕೆ.) 
solution of triangles = ತ್ರಿಕೋನ ವಿಘಟನೆ ( ಅಂಗ 

ನಿರ್ಣಯ ) 
span = ಸನ್ನ ; ಅಪವೈಶಾಲ್ಯ . 
Special = ವಿಶೇಷ, 
sphere = ಗೋಳ. 
- spherical polar coordinates = Aspesas para 

ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು . 
spiral = ಪರಿಭ ಮಿ . 
square = ಚೌಕ; ಚದರ ; ವರ್ಗ, 
- - square brackets = 23 # oogdea rid's. 

squared paper = ಚೌಕುಳಿ ಕಾಗದ, 
standard = ರೂಢ; ನಿರ್ಣಯ , 
statement = ನಿಷ್ಯಷ್ಟೋಕ್ತಿ ; ಸ್ಟಾಪಕವಾಕ್ಯ ; ವಚನ ; ಹೇಳಿಕೆ ; 

ನ್ಯಾಸ ( ಭಾಸ್ಕರ) 
stationary point = ಸ್ತಬ್ದ ಬಿಂದು , 
Straight line = ಸರಳ ರೇಖೆ. 
structure = ರಚನೆ ; ಘಟನೆ ; ವಿನ್ಯಾಸ, 
Subnormal = ಅಧೀನ ಲಂಬರೇಖಾ ಖಂಡ. 
substitute = ಪ್ರತಿಷ್ಠಾಪಿಸು, 

substitution = ಪ್ರತಿಸ್ಥಾಪನೆ. 
subtangent = ಅಧೀನ ಸ್ಪರ್ಶರೇಖಾಖಂಡ, 
subtract = ಕಳೆ ; ವ್ಯವಕಲಿಸು, 

subtraction = ವ್ಯವಕಲನ, 
- - subtrahend = ವ್ಯವಕಲ್ಪ ; ವಿಯೋಜಕ ;ಶೋಧಕ, 
successive = ಅನುಕ್ರಮ ; ಪರಂಪರ ; ಪರಾಯ , 
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Sunicient = ಯಥಾಸಮೃದ್ದ . 
Suitable = ಸೂಕ್ತ ; ಉಚಿತ , 
sum = ಮೊತ್ತ ; ಸಂಕಲಿತ ; ಸಾರಾಂಶ ; ಲೆಖ್ಯ . 

-Summation = ಸಂಕಲನ ; ಸಮಗ್ರಣ. 
Superior = ಉಚ್ಚ ; ಉತ್ಕೃಷ್ಟ ; ಮಹಾ ; ಮಹತ್ವ . 
Superpose = ಸಮಾರೋಪಿಸು. 
Supplementary angle = ಸರಳಪೂರಕಕೋನ. 
Surd = ಕರಣಿಸಂಖ್ಯೆ : 
surface = ಮುಖಸ್ಥಲ. 
Symbol = ಸಂಕೇತ; ಚಿಹ್ನೆ 
Symmetry = ಸಮಸಂಗತಿ. 

Symmetrical = ಸಮಸಂಗತ . 

- axis of symmetry = ಸಮಸಂಗತಾಹ್ನ 
System = ಪ್ರಕ್ರನು. 


. 


tables = ಕೋಷ್ಟಕಗಳು ; ಚೌಪಟ್ಟಿ ; ಪದಕ . 
tangent = ಸ್ಪರ್ಶರೇಖೆ; ಸ್ಪರ್ಶ (ಕೋನದ). 

- tangent plane = ಸ್ಪರ್ಶತಲ . 
- tangential polar Coordinates = ಸ್ಪರ್ಶಧ್ರುವೀಯ 

ನಿರ್ದೆಶಕಗಳು. 
target = ಲಕ್ಷ : ಲಕ್ಷ ; ಅಕ್ಷಣ , ಶರವ್ಯ , 
technical = ತಾಂತ್ರಿಕ , ವೈಜ್ಞಾನಿಕ, 
tend = ಸವಿಾಪಿಸು ; ಓಲು , 
term = ಪದ ; ಧನ ( ಭಾಸ್ಕರ) . 
termination = ಅವಸಾನ ; ಮುಕ್ತಾಯ . 
test = ನಿರ್ಧಾರಕ ; ನಿರ್ಣಾಯಕ ; ಪರುಷಕ ; ಪರೀಕ್ಷಕ. 
theory = ಸಿದ್ಧ ವಿಚಾರ ; ತತ್ತ್ವವಿಚಾರ ; ಜಿಜ್ಞಾಸೆ : ವಿರಾಮಾಂಸೆ.. 
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- theoretical = ತಾತ್ವಿಕ, 

- theorem = ಸಂಸಿದ್ದಿ [ ಸಿದ್ದವಾಗಿರುವ ( ready ) ಫಲ] 
thickness = ಗಾತ್ರ ; ದಪ್ಪ , 
thread = ತಂತು ; ದಾರ. 
total = ಸಂಕಲಿತ ; ಒಟ್ಟು . 
trace = ಅನುಸರಿಸಿ ಎಳೆ ; ಅನುಸರಿಸು ; ಅನುರೇಖಿಸು ; ತಿದ್ದು , 

- tracing of curves = ರೇಖಾನುಸರಣ. 
tractrix = ಪಂಥಿನೀ ಎಂಬ ರೇಖೆ. 
trapezium = ತಟೀಯ ಚತುರ್ಭುಜ. 
transform = ರೂಪಾಂತರಿಸು ; ಪರಿಣಮಿಸು. 
- transformation = ರೂಪಾಂತರ : ರೂಪಾಂತರಣ : 

ಪರಿಣಮನ 
transposition = ಸ್ಥಾನಾಂತರಣ ; ವರ್ಗಾವಣೆ 
transversal = ತಿರ್ಯ ಗ್ರೇಖೆ. 
triangle = ತ್ರಿಕೋನ 

- triangular = ಕೊನಿಕೆ , 
trigonometry = ತ್ರಿಕೋನಮಿತಿ, 
- trigonometric = ತ್ರಿಕೋನಮಿತೀಯ. 

.... 
triple point = ತ್ರಿಗುಣಬಿಂದು, 
trisection = ತ್ರಿಭಾಜನ, 
trisectrix = ತ್ರಿಭಾಗಿನೀ ಎಂಬ ರೇಖೆ. . 
true = ನಿಜವಾಗು ; ಸತ್ಯವಾಗು ; ತಥ್ಯವಾಗು. 

- truth = ನಿಜ ; ಸತ್ಯ ; ತಥ್ಯ . 
turning point = ತಿರುಬಿಂದು , ತಿರುವು, 


ultimate = ಅಂತಿಮ . 
undetermined – ಅನಿಯತ ; ಅನಿರ್ದೆಶೀಯ , 


xxviii 


understood = ಅಧ್ಯಾಹಾರವಾದ. 
undulation = ( ತರಂಗ) ಸ್ಪಂದನ. 
unequal = ಅಸಮ ; ಅಸಮಾನ ; ವಿಷವ . 
uniform = ಏಕಪ್ರಕಾರ ; ಏಕರೂಪ; ಸವ , 

- uniformity = ಏಕ ಪ್ರಕಾರತೆ ; ಏಕರೂಪತೆ ಸಮತೆ. 
unit = ಎಕ್ಕ ; ಮಾನ; ಪ್ರಮಾಣಮೂಲ. 
unknown = ಅಜ್ಞಾತ : ಅವ್ಯಕ್ತ 
unlike = ಅಸದೃಶ ; ವಿಜಾತೀಯ . 
upper = ಉಚ್ಚ ; ಮೇಲಿನ. 
usual = ರೂಢ. 

- usual notation = ರೂಢ ಸಂಕೇತ, 


value = ಮೂಲ್ಯ. 
vanish = ಶೂನ್ಯವಾಗು, 
vary = ವಿಸ್ವಭಾವಿಸು ; ವಿರೂಪಿಸು ; ವಿಕಾರವಾಗು : ಮಾರ್ಪಡು . 

-variable = ವಿಸ್ವಭಾವಿ : ವಿರೂಪಿ ; ವಿಕಾರಿ ; ಮಾರ್ಸಿ, 

- variation = ವಿಸ್ವಭಾವನೆ ; ನಿರೂಪಣೆ ; ವಿಕಾರ ಮಾರ್ಪು, 
vector = ದಿಗ್ರೇಖೆ. 

- vectorial angle = ದಿಕ್ಕೋನ 
velocity = ವೇಗ, 
verify = ತಾಳೆಮಾಡು. 

- - verification = d . 
vertex = ಶಿರೋಬಿಂದು ; ಶೀರ್ಷಬಿಂದು ; ಶೃಂಗ, 

– vertical angle = ಶೃಂಗಕೋನ. 
vertical = ಊರ್ಧ್ವಲಂಬ ; ಶೀರ್ಷಾಭಿಮುಖ , 
volume = ಘನ , ಘನಫಲ ; ಘನಅಳತೆ. 


where = ಎಲ್ಲಿ ; “ ಸಂಗತ ” [ Y = f( ), ಸಂಗತu = d( x )] 
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whole number = ಪೂರ್ಣಾಂಕ. 
witch = ಮಾಂತ್ರಿಕ ರೇಖೆ. 
with respect to ( we r t.) = ಗೌರವಕ್ಕೆ ; ಗೌರವಿಸಿ ; 

ಮರಾದೆಗೆ. 


x -axis = x . ಅಕ್ಷ ; ಕ್ಷಿತಿಜಾಕ್ಷ ; ಅಪಾಕ್ಷ : ಪಾದಾಕ್ಷ ; ಸಮಾಕ್ಷ ; 

ತಿರ್ಯಗಕ್ಷ. 


y-axis = v . ಅಕ್ಷ ; ಭುಜಾಕ್ಷ ; ಊರ್ಧ್ಯಾಕ್ಷ ; ಆರೂಢಾಕ್ಷ. 
Zero = ಸೊನ್ನೆ ; ಶೂನ್ಯ ; ಪೂಜ್ಯ . 


ಶ್ರೀಕಾಂತ ಪವರ್ ಪ್ರೆಸ್ , ಮೈಸೂರು- ೪ 
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